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INTRODUGTION 
§ 1. Nombres röels. 

1 . ITombres rationneli. — Les nombres entiers et les nombres frac- 
tionnaires positifs ou n6gatifs, y compris le nombre zero, forment 
Yensemble des nombres rationnels. Nous supposerons que Ton connait 
les propj'ietes les plus elementaires de ces nombres et que Ton sait 
effectuer sur eux les quatre Operations fondamentales de rarithmetique. 
Toutefois 11 j a lieu de rappeler ici les propri6tes suivantes : 

P L'ensemble des nombres rationnels est ordonnd^ c'est-ä-dire que de 
deux nombres rationnels differents a ei b Tun est plus grand que Tautre, 
par exemple b est plus grand que a, ce qu*on 6crit 

a < b on b > a. 

La notion d*ordre exprimee par eette relation se reduit d'ailleurs ä 
cette seule propriete du signe d*in6galite que siaest<betb< c, on 
a aussi a < c. 

2® Entre deux nombres rationnels differents a et 6 on peut toujours 
en intercaler une infinite d'autres > que Tun et < que l'autre. On dit 
qu'un ensemble de nombres qui jouit de cette propriete est un ensemble 
dense et cette propriete s'appelle la densiU, 

2. ITombres irrationnels. — L*introduction des nombres irrationnels 
repose sur les considörations suivantes : 

Suppbsons que par un procede quelconque, et nous allons en indiquer 
plusieurSy on ait partage tous les nombres rationnels en deux classes, 
une classe inferieure dl et une classe sup6rieure $, telles que tout 
nombre a de la premiere soit < que tout nombre b de la seconde. 
D'abord il est clair, ne partage etant fait, que, si le nombre a est de la 
classe d, il en sera de m^me pour tout nombre < a et que, si b est de 
la classe d, il en sera encore de meme pour tout nombre > b. Ce pre- 
mier point admis, je dis que trois cas pourront se presenter : 

1^ La classe inferieure d renferme un nombre m plus grand quo tous 
les autres de la mdme classe, de sorte que tout nombre < m est de la 

\ 
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classe d et tout nombre > m de la classe d. Le nombre m separe donc ia 
dasse d de la classe d et nous l'appelons le nombre flrorUidre des deuz 
clasaes. 

2^ La classe 8up6rieure ft renferme im nombre m plus petit que tous 
les autres de la m^me classe. Dans ce cas encore, m est la flrorUi^e des 
deux classes : tout nombre < m est de la classe d et tout nombre > m 
de la classe d. 

Ces deux premiers cas s*excluent Tun de Tautre, car s*il j avait deux 
nombres frontieres difPerents m eim\ tous les nombres compris entre 
m et m! seraient a la fois de la classe d et de la classe d, ce qui est en 
contradiction avec la d^finition de ces classes. Donc, s*il j a un plus 
grand nombre daus la classe d, il n*y en a pas de plus petit dans la 
classe IB, et r6ciproqueroent. 

Ces deux premiers cas sont faciles a r6aliser. II suffit de se donner un 
nombre quelconque m, on ränge les nombres < m dans la classe d, les 
nombres > m dans la classe 9>. Le nombre m peut encore se ranger 
dans l'une ou dans l'autre. On obtient ainsi, k son choix, le premier ou le 
second des deux cas que nous venons d'examiner. 

30 Enfin il peut se faire qu'il n'y ait ni de plus grand nombre dans la 
classe d ni de plus petit nombre dans la classe ®. Des considerations 
tres simples conduisent ä un seinblable partage. Soit, par exemple, m 
un nombre > non carr6 parfait ; tous les nombres rationnels pourront 
se ranger en deux classes d et d, la classe d contenant tous les nombres 
n^gatifs et les nombres positifs dont le carr6 est < m, la classe d les 
nombres positifs dont le carr6 est > m. II n'y aura pas de plus grand 
nombre dans la classe d, car, etant donne un nombre quelconque a dont 
le caiTe est < m, on peut en trouver un autre plus grand en extrajant 
la racine carree de m par defaut avec un nombre süffisant de d^cimales 
pour que le carr6 de cette racine soit plus rapproch6 de m que ne Test a*. 
Pour une raison analogue^ il n'y aura pas de plus petit nombre dans la 
classe 9>. 

Lorsque cette circonstance se präsente, il n*y a plus de nombre fron- 
tiere s6parant les deux classes, car ce nombre ne pourrait dtre que le 
plus grand de d ou le plus petit de IB. Nous intercalerons alors dans 
Uensemble des nombres rationnels un nouvel el&nenty dcfini par la con- 
dition d'Stre plus grand que tous les nombres de d et plus petit que tous 
ceux de ^, et nous dirons que ce nouvel el6ment est un nombre irra- 
tionneL 

L'ensemble des nombres irrationnels correspond ä tous les partage^ 
possibles des nombres rationnels en deux classes d et d jouissant des 
proprietes que nous venons d'examiner. Desormais tout nombre irra- 
tionnel pourra etre repr6sent6 par une lettre. Soit a le nombre irration- 
nel qui s'intercale entre les deux classes d et IB de nombres rationnels ; 
nous dirons en eibrigi que le nombre a est däfini par le partiige (d,ft). 
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Iiorsqu'un Dombre irrationnel a est compris entre deux nombres 
rationnele aeib dont la difference est 6gale ou inferieure a une fraction 
positive e, on dit que a et 6 sont des valeurs approchäes par döfaut ou 
par ezces de a a moins de e pres. Un nombre irrationnel a 6tant defini, 
on pcut toujours en trouver des valeurs aussi rapproch6es que Ton veut, 
ainsi qu'il rösulte du theorime suivant : 

Soit OL U nomhre irrationnel d^fini par le partage (d, S^) ; qüelque 
petite que soit la fraction positive e, onpeui trouver respectivement dans 
les classes €iet & deux nombres a etb dont la difference soit ägale ä £. 

En effet, soit ai un nombre de d, la progression 

ö^i» öi + e, ö, + 2e, fli + Se,... 

croissant indefiniment, renfermera un premier terme de la classe «ft, 
par exemple ai + nz ~ b. Lo nombre pr6cedent a ^= öi + (^ — 1)^ sera 
de la classe d et ces deux nombres a et ^ satisferont aux eonditions du 
iheordme. 

8. Nombres reels. — L'ensemble des nombres rationnels et des nom- 
bres irrationnels forme Yensemble des nmnbres räels, 

Pour Vordonner ^ il faut indiquer les relations de grandeur entre ses 
el6ments. Pour cela, il ne reste plus ä definir que coUes entre nombres 
irrationnels. 

Soit a Uli nombre irrationnel defini par le partage (d,^) ; un nombre 
irrationnel a' sera ägal ä a, s*il est d6fini par le meme partage, c est-a- 
dire s'il est aussi superieur ä tous les nombres de d et införieur a tous 
ceux de S ; mais a' sera diffärent de a s*il existe un nombre rationnel 
compris entre eux. Ainsi a' sera > % s'il est > qu'un nombre de S, il 
sera < a s'il est < qu'un nombre de cä. 

Les theoremes suivants prouvent que la densite est aussi une propriete 
de l'ensemble des nombres röels : 

I. Entre deux nombres räels differentSy on peut toujours intercaler 
un nombre rationnel et^ par suite, une in finita. 

Si les deux nombres sont irrationnels le th^oreme se confond avec la 
döfinition mSme de Tin^galite. Si Tun des nombres est irrationnel et 
defini par le partage (d,£), tandis que Tautre est rationnel, celui-ci sera 
de la classe d ou de la classe IB et ne pourra §tre ni le plus grand de fit 
ni le plus petit de «B, la conclusion est donc la meme. Enfin, le th^oreme 
est suppose connu (n^ 1, 2^) si les deux nombres &ont rationnels. 

II. Entre deux nombres räels diffärents ort peut aussi intercaler un 
nombre irrationnel et par suite une infinite, 

Comme on peut commencer par intercaler deux nombres rationnels en 
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vertu du theoreme precedent, on peut supposer a priori que les deux 
nombres propos6s soientrationnels. Designons-les par^ et q et supposons, 
pour fixer les id^es, p > q > 0. Soit m un nombre rationnel non carrö 
parfait compris entre p^ et q'^, Rangeons dans la classe d les nombres 
ratio nnels dont le carre est < i7t, dans la classe ^ ceux dont le carre est 
> 'tw ; le partage (ö,^) döfinit un nombre irrationnel compris entre p et 
q. Les autres cas sc ramenent aisement au precedent. 

Enfin, Tensemble des nombres reels jouit d'une propriete que ne 
possedait pas Tensemble des nombres rationnels et que Ton peut expri- 
mer par le theoreme suivant : 

III. Siy par un procäde quelconqtce^ on partage Vensemhle des nom- 
bres räels en deux classes A et B^ telles que tout nombre de la premi^e 
soit < que tout 'nombre de. la seconde, il existe näcessairement un 
nombre frontidre^ rationnel ou non, m, tel que tout nombre < m soit 
de la classe A et tout nojnbre y m de la classe ß. 

Considerons le partage des nombres rationnels en deux classes d et 15 
que Ton obtient en rangeant dans dl tous les nombres rationnels de A et 
dans cB tous les nombres rationnels de B. 

S*il y a un plus grand nombre m dans la classe d ce sera aussi le plus 
grand de la classe A. En effet, tout nombre rationel > m est de la 
classe ^ et par le fait memo aussi de la classe B ; tout nombre irration- 
nel > m etant superieur a une infinite de nombres rationnels > m qui 
sont deja de la classe B, sera a fortiori de cette classe. Donc m est le 
plus grand nombre de la classe A. 

On montre de meme que s'il y a un plus petit nombre m dans la 
classe S>, ce sera aussi le plus petit de la classe B. Dans ces deux Pre- 
miers cas le nombre m sera donc le nombre frontiere des deux classes 
A et B et ce nombre sera rationnel. 

Enfin, s*il n'j a ni de plus grand nombre dans £1 ni de plus petit 
dans «B, le partage (d, «B) definit un nombre irrationnel a. Celui-ci est de 
la classe A ou de la classe B. Supposoiis-le de la classe A ; je vais mon- 
trer que ce sera le plus grand de cette classe. En effet, tout nombre > % 
est aussi plus grand qu*une infinite de nombres rationnels de la classe cB 
qui sont par le fait meme de la classe B. Donc tout nombre > afait 
paHie de la classe B et a est le plus grand de sa classe. On montre de 
meme quo si a est de la classe B, il est le plus petit nombre de cette 
classe. Dans les deux cas, le nombre a est donc la frontiere des deux 
classes A et B et cette frontiere est irrationnel le, 

§ 2. Gr6n6ralisation des Operations de rarithmötique. 

Les considerations precedentes laissent encore incompleto la definition 
mathematique des nombres irrationnels, il reste ä y ajouter les definitions 
des quatre Operations fondamentales de Tarithm^tique. 
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4. Symetrique d'un nombre reel. — Nous appelons sym^trique d^un 
nombre rationnel ce nombre chango de signe. La d^finition peut s'^tendre 
aux nombres irrationnels. Soit a un nombre irrationnel d6fini par le 
partage (<St,d) ; d^signons par — Ift la classe formee par les symetriques 
des nombres de ^ et par r— ^la classe formte par les symetriques des 
nombres de ßi ; tout nombre rationnel etant le sym6trique d'un autre et 
tout nombre de la classe — IS < que tout nombre de la classe — d, le 
partage ( — IB, — d) definit un nombre irrationnel que nous dösignerons 
par — ac et que ixous appellerous le symetrique de a. On aura encore 
d'apres cette definition — ( — a) = «. 

5. Vombres positifs et negatifs. Valenr absolue. — Les nombres posi- 
tifs sont ceux qui sont > et ils sont alors > qu'une infinite de nombres 
rationnels ^galemcnt positifs. Les nombres negatifs sont ceux qui sont 
< et ils sont alors < qu'unc infinite de nombres rationnels negatifs. Si 
un nombre est negatif, son symetrique est positif. Celui des deux nom- 
bres a ou — a qui est positif s'appelle la valeur absolue de a et se designe 
par |a;. 



6. Inverse d'un nombre reel. — Soit a un nombre different de zero ; 

s'il est rationnel son inverse est -. Supposons a irrationnel ; alors a par- 

tage tous les nombres rationnels de mdme signe que lui en deux classes 
a et ®, dont la connaissance suffit 6videmment pour le definir. Designons 

par - la classe formee par les in verses des nombres de ^ et par — la classe 
foimöe par los inverses des nombres de öl. Tout nombre rationnel autre 
que zero etant l'inverse d*un autre, le partage (—> —\ de tous les nom- 
bres rationnels de meme signe que a en deux classes definii un nombre 
irrationnel de mdme signe, que nous designerons par - et que nous appcl- 

OL 

lerons encore l'inverse de «. 

7. Addition. — Soicnt a et a' deux nombres reels quelcouques. De- 
signons par a et a' des nombres rationnels quelconques respectivement < 
que a et < que «', par 6 et 6' des nombres analogues respectivement > que a 
et > que «'. Tous les nombres de la forme a -\- a' seront < que ceux de la 
forme b + b'. D'ailleurs on pourra supposer (n^ 2) les valeurs de a et de 6 
suffisamment rapprochöes de a, Celles de a' et de b' suffisammcnt rap- 
prochees de a\ pour que les differences & — a, 6' — a' et par suite 
(b -\- b') — (a + a') deviennent aussi petites que Ton veut. 

Je dis qu'il existe un nombre reel a" et un seul > que tout nombre 
de la forme a-^- a' et < que tout nombre de la forme b -\~ b' ei dont ces 
deux sommes representent des valeurs aussi rapprochees que Ton veut 
par exces ou par defaut. Ce nombre a" s'appelle la somme de a et de a' 
et se designe par oc 4- «'. 
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£n eifet, considerons le partage (A,B) de tous les nombres reels en 
deux clasaes, la classe A coDtenant ceux qui ne surpassent pas tous les 
nombres de la forme a -|- a' et la classe B les autres nombres. En parti- 
culier, tous les nombres de la forme a-]- a^ sont de classe A et tpus ceux 
de la forme V -f- ^' de la classe B. Comme il n*j a pas de plus grand 
uombre de la forme a + a' ui de plus petit de la forme b -f b\ le nombre 
frontiere %'' entre les deux classes A et B sera plus grand que tous les 
Premiers et plus petit que tous les seconds. II re&te donc seulement ä 
montrer que le nombre qui jouit de cette propriete est unique. A cet 
effet, remarquons que s'il existait deux nombres fixes toujours superieurs 
aux nombres a-^a' et inferieurs aux nombres b -j- b\ on pourrait trou- 
ver deux noml);*es rationnels r et r' compris entre ces nombres fixes et 
qui jouiraient äe la meme propriet6. Or ceci est impossible, car on peut 
supposer la difference (b + ^') — (« + «') inf6rieure kr — r\ 

Cette definition de Taddition permet de v^rifier immediatement que l'on 
a conserve les proprietes fondamentales de. cette Operation, exprim^es par 
les equations suivantes : 

a -|- a' = a' -|- a, 
(« + a') + a" = a -f (a' + a"), 
« + -= a, 

a+(-«)«o, 

8. Moltiplioation. — Soient a et a' deux nombres positifs ; designons 
encore par a et &, a' et V des nombres rationnels et positifs quelconques 
assujettis a verifier les inegalites : 

a<oL<b, a' < «' < 6'. 

Tous les produits de la forme aa' seront < que ceux de la forme bb' 
et Ton pourra supposer les difFerences b — a, ft' — a' etbb' — aa^ aussi 
petites que Ton voudra. On montrera, en raisonnant comme dans le cas 
de Taddition, qu'il existe un nombre reel, positif et un seul «'' > que tout 
produit de la forme aa' et < que tout produit de la forme bb^, Ces pro- 
duits peuvent dtre supposös aussi rapproches qu*on veut du nombre a''. 
Celui-ci se nomme le produit des nombres a et a' et se designe par aa'. 

Si Tun des deux nombres a, a' ou tous les deux sont negatifs, la defi- 
nition du produit se ramene a la precedente par la regle des signes, c'est- 
a-dire par les relations 

aa' = — a (— a') = (— a) (— a'). 

Ces definitions permettent de verifier immediatement que l'on a 
conserve les proprietes de la multiplication, exprimees par les relations 
generales : 



-- 7 — 



as' ^ a'a, 



a (a' + «") = aa' + aa", 

«.— = 1, 
a 

a.O = 0, 
oe,l = (x 

I ««• I = I « I I «' I • 

On obaervera encore qu'un produit de plusieurs factours ne peut dti-e 
Dul que si Tun des facteurs est nul et qu'il est toijgours duI dans ce cas. 

9. La sonstraotion est roperation inverse de Taddition« Soustraire a' 
de OL c'est d^terminer le nombre qu'il faut fgouter ä a' pour obtenir a. Ce 
nombre s*appelle la diffärence de « et a' et on le d^signe par a — a'. 
Pour le dAterminer, posons cß = a — a' ; on aura la condition d* -\-x == a, 
et, en igoutant — a' aux deux membres, on obtient, par les propri6t6s de 
l'addition, a? = a + ( — «'). Donc la difference a — a' s*obtient en igou- 
tant ä a le sjm^trique de a'. Cette rögle ramtoe la soustraction k Taddi- 
tion et prouve que cette Operation a to^jour8 une Solution et une seule. 

10. La division est l'operation inverse de la multiplication. Diviser a 
par or' c*est determiner un nombre dont le produit par ot' reproduise a. Ce 

nombre s'appelle le quotieni de a par a' et se repr^sente par -7 ; pour le 

determiner, posons o? = -7 : on aura la condition x a* = a, Si «' n'est 

pas nul, on peut multiplier les deux membres de cette 6galit6 par -7, et on 

en tire, par les propri^tes de la multiplication, w = ol f^-^V Donc le quo- 

UerU de a par a' est egal au produit de « par Tinverse de «'. Getto rögle 
ram^ne la division ä la multiplication et prouve que cette Operation a 
toujours une Solution et une seule, pourvu que le diviseur soit difförent de 
ziro. 

§ 3. Limites. 

1 1 . Conünoite de Tensemble des nombres reels. — Les nombres 
räels, c*est-ä-dire les nombres tant rationnels qu'irratiOQnels, servent 
ä exprimer la mesure des grandeurs continues, longueurs, aires, 
volumes, etc. On dit aussi que l'ensemble des nombres röels est un 
ensemble continu et Ton peut, au point de vue mathematique, döfinir 
la continuiU de cet ensemble par les deux proprietäs suivantes : 

1® Entre deux nombres r^els difförents on peut toujours en inter* 
oaler une infinite d'autres > que Tun et < que i'autre. 
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^ Si i'on partage tous les nombres r^els en deux classes A et B, 
telles que tout nombre de A soit < que tout nombre de B, ces deux 
classes seront söparöes par un nombre fronti&re m qui sera le plus 
grand de A ou le plus petit de B, mais tout nombre < m sera de la 
cinsse A et tout nombre > m de la classe B. 

Nous avons monlre dans un paragraphe precedent (n" 3) comment 
on peut dömontrer ces proprietös en toute rigueur, en les faisant 
reposer sur des döfinitions purement abstraites. C'est sur elles qu*est 
fondöe la theorie des iimites. 

12. Limites. — On appelle variable une quüntit^ qui peut recevoir 
une infinitö de valeurs diffi^rentes. Soit^u une variable qui passe par 
une infinit^ de valeurs reelles, rationnelles ou non, 

on dit que cette variable tend vers une limite dötermin^e, si les 
valeurs deni se rapprochent ind^ßniment d*un nombre d^terminä a, 
de teile sorte que la difference [Un — d] flnisse par d^crottre en valeur 
absolue en dessous de toute fraction donnöe t si petite qu'elle soit. 
On dit alors que u a pour limite a et Ton öcrit 

u ^ lim a. 

Suivant cette däfinition, une m^me variable ne peut pas tendre vers 

h n 

deux Iimites differentes a et fr, car, apres avoir supposö e< ~" 



2 

on pourrait aussi supposer, dans ce cas, | m — a | et \u — h\ tous 

deux <e, alors leur difförence \h — a\ serait <2e, ce qui est en 
contradiction avec Thypolhfese faite sur e. 

II suit encore de la d^finition de la limite que si u a pour limite a, 
(u — a) aura pour limite z-Ä'o et röciproquement. 

13. Caractere general de convergence. — La condition nScessaire et 
süffisante pour que la variable u tende vers une limite determinie est 
que Von puisse toujours trouver im terme suffisamment ^gni dans la 
suite des valeurs successives de u pour qu'il differe aussi peu que Ton 
veul de tous les termes suivants, 

Get önoncö doit etre entendu en ce sens qu'ä tout nombre positif e, 
si petit qu'il soit, correspond un indice n, tel que la condition 

I Un-^-p — Un I <e 

ait Heu pour tous les indices (n +p) supärieurs ä n. 
1^ Cette condition est necessaire, car, si les valeurs de u se rap- 
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prochejit indöfiniment d'un meme nombre a, elles se rapprochent 
aussi indöfiniment les unes des autres. 

3<^ Gelte condition est aussi süffisante, 

Supposons d'abord qu'il existe un nombre a, tel que la variable u 
ne devienne jamais iii d^finitivement supörieure ni d^finitivement 
införieure a a. Dans ce cas, u aura pour limite a, car, les valeurs de 
u suifisammcnt äloignäes dans la s^rie se rapprochant autant que 
l'on veut de Tune d'entre elles et par suite les unes des autres, elles 
se rapprocheront aussi ind^finiment de a qui reste toujours compris 
entre certaines de ces valeurs. 

En second lieu, s'il n'existe aucun nombre jouissant de cette pro- 
pri^t^, ils se partagent tous en deux classes, l'une A renfermant ceux 
auxquels u finit par devenir d^finitivement supörieur, Tautre B ceux 
auxquels u devient döfinitivement införieur. Ces deux classes existent 
toujours, puisque les valeurs de u finissant par se rapprocher autant 
qu'on veut les unes des autres, ne peuvent ni croitre ni döcroltre 
ind^flniment. Soit a la fronti^re de ces deux classes; quelque petit 
que soit e, u finira par rester compris entre a — e et a + e, car le 
Premier nombre est de la classe A et le second de la classe B. Donc 
u a pour limite a. 

14. Caractere particulier de convergence. — Si la variabk varie 
toujours dans le m^ine sens, la condition necessaire et süffisante jww 
qu'elle tende vers une limite est que sa valeur absolue ne puisse pas 
surpasser un nombre fixe. 

Cette condition ^tant övidemment n^cessaire^ il suilit d*ätablir 
qu'elle est süffisante. 

Supposons, pour fixer les idöes, que la variable u ne varie qu'en 
croissant. Comme il y a par hypoth^se des nombres que u ne peut 
pas surpasser, tous les nombres röels se partageront en deux classes 
A et B, la premifere renfermant ceux que u peut surpasser, la seconde 
ceux que u ne peut pas surpasser. II n*y a pas de plus grand nombre 
dans la classe A ce qui impliquerait contradiction, donc le nombre 
frontifere a est le plus petit de la classe B. Quelque petit que soit e, 
a — £ est de la classe A et m finit par rester compris entre a — e et a, 
Donc u a pour limite a, 

On enonce souvent le th^oröme pröcedent en disant qn'une variable 
qui varie toujours dans le meme sens tend nicessair&ment vers une 
limite finie ou infinie. 
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16. Prineipes de la theorie des limites. — l. La limite d'une sontme^ 
(Tune di/f&ence, (Tun produU de variables qui tendent vers des limites 
diterminies est igdU ä la somme, ä la diffirence^ au produit de ces 
limites. La limite ^un quotient de variables qui tendent vers des limites 
diterminies^ est igale au quotient de ces limites^ pourvu que la limite du 
d^ominateur soit diffirente deziro. 

Ces propositions se dömontrent toutes de la m£ine fa^n, choisis- 
sons la dorniöre comme exemple. Soient deux variables x et y ayant 
respectivement pour limites a et 2» ; on pourra poser 

a et'ß ayant pour limite zöro. On en tire 

- - ^ + Q ^ ^ _ Ott — ßg 
y fr " t + ß fr - b {b + ß)' 

Si b est diiförent de z^ro, cetle demi^re quantitö peut etre rendue 

X a 

aussi petite que Ton veut avec a et ß, donc - a pour limite -r- 

De la combinaison des propositions pr^c^dentes, on d^duit le thdo- 
r^me suivant : 

II. Soit R(a;,y,...) une expresston rationnelle quelconqu^ des variables 
x,yf...j c'est'ä'dire une expression dont le calcul ne comporte que les 
quatre op&ations fondamentales ; si les variables x,y,... ont respective- 
mentpour limites a,ft,..., R(x,j^,...) aurapour limite B (a,fr,...). 

Ge thäor^me est soumis toutefois ä cette restriction que, si parmi 
les Operations ä eifectuer sur les nombres a,fr,... figure une division, 
le diviseur ne soit pas nul. 

III. Si deux variables restent constamment igales et si fune tend vers 
une limite diterminie^ tautre tend vers la mSme limite. 

£n effet, si u a pour limite a^u^-a däcroft ind^finiment ; si u » v, 
v — a^u — a döcroit aussi ind^flniment et v a aussi pour limite a. 

IV. Une quantiti variable qui reste constamment comprise entre deux 
autres qui ont la mSme limite a, tend aussi vers la limite a. 

En effet, si w est compris entre deux variables u et i; qui tendent 
vers a, w — a sera compris entre u — a et v — a qui decroissent 
ind^finiment et d^croitra lui-meme indöfiniment. Donc tu a pour 
limite a. 

16. Methode des limiteB. — Lorsqu'on a obtenu une relation entre 



— ii ^ 

des variables qui subsiste pour toutes les valeurs des variables, on 
peut, en s'appuyant sur les principes präc^dents, ^y remplacer les 
variables par leurs limites. Cette Operation porte le nom de passage ä 
la limite. Cette nouvelle Operation qui s*ajoute aux quatre Operations 
fundamentales de Tarithmetique, caractärise Yanalyse infinitäsimak. 

La mähode des limites consiste ä trouver des relations entre les 
quantit^s par passage ä la limite. 

La mölhode des limites se däcompose en plusieurs branches 
suivant la nature des variables que Ton considöre dans ce passage ä 
la limite (säries, produits infinis, fractions continues^ caicul diffören- 
tiel, caicul integral). 

17. Methode infiniteaiinale. — Lorsqu'une quantitä variable a pour 
limite zero, on dit que c'est une quantiU infiniment petite ou un 
inßnimefU pelit. Au contraire, une quantit^ infiniment grande est une 
quantite variable qui augmente au-delä de toute limite assignable. 

La melhode infinitAAmale est celle oü Ton se sert de la considöra- 
tion des infiniment petits. Dans le caicul diffirentiel^ on considöre les 
quantitös comme limites du rapport de deux infiniment petits. Dans 
le cakul integral, on les considäre comme limites d'une somme d'un 
nombre indöfiniment croissant d*infiniment petits. 

Dans les questions oü on les consid6re, on ätablit le plus souvent, 
entre les divers infiniment petits que Ton rencontre, une Classification 
Xvhs importante, qui s*appuie sur les döfinitions suivautes : 

On dit qu'une quantitö a est infiniment petite par rapport ä une 

autre ß, lorsque le rapport g a pour limite 0. Au coitraire, les deux 

infiniment petits sont du meme ordre si leur rapport a une limite finie 
et diff(^rente de zöro. 

Dans beaucoup de questions, on est amenö ä ctioisir un infiniment 
petit parliculier a, que Ton appelle infiniment petit prindpal, et qui 
sert ä classer tous les autres. Un infiniment petit du m^me ordre que 
OL s'appelle alors du premier ordre et un infiniment petit de Tordre de 
fl^ est de l'ordre r. 

18. — Les avantages de la m^thode infinitesimale rösultent de deux 
principes fondamentaux, connus sous le nom de principes de Substitu- 
tion des infiniment petits, 

I. La limite du rapport de deux infiniment petits aet ^ n'estpas 
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changee quand ort kur substitue respectivetnent deux autres inßniment 

petits (x! ei ß', pourvu que ks rapports -^ et -^ aient pour limite 
Vuniti. * ^ 

En efTet, de l'identitä 

a' a a' • ß_ 

ß' ^ ß ^ T ^ ß' 

on conclut par les principes de la möthode des limites 

lim g; = lim ^ lim — lim Ä- = lim ^. 

La remarque suivanle sert souvent ä reconnaitre que le rapport de 
deux infiniment petits tend vers Tunitö : 

Si ß reste compris entre deux infiniment petits a et a' dont le 
rapport tend vers Tunitö, il en sera de meme des rapports ß : a et 

ß:a'. 

En effet, en divisant Tin^galit^ 

a > ß > a' 

par a supposä positif, il vient 

Ä ß a' 
1>^> — 
a a 

et, comme a' : a est supposö tendre vers Tunit^, il suit principe IV 
(n<> 18) que ß : a tend vers Tunit^. La meme d^monstration s'applique 
au rapport ß : a'. 

IL La limite d'une somme d'infiniment petits de mime signe 

ajjtt^, an, dont le nombre n augmente indifiniment, n'est pas 

changie quand on remplace ces inßniment petits par d'autres 

ßi, ßg, ßn, pourvu que les rapports ßt : a^ tendent uniform^- 

ment vers Vuniti, * 

Le mot uniformiment doit 6tre entendu en ce sens que, quelque 
petite que soit la fräction donnöe e, on peut prendre n assez grand 
pour qu'on ait, quel que soit l'indice i, 

l-e<^ < 1 + e. 
S'il en est ainsi, on aura, en supposant les a positifs, 

(l_e)ai < ßi < (l + £)a,; 

puis, en additionnant toutes les inögalitös semblables, 

(1 — t} Sa, < Sß, < (1 + e) Va,. 



V 
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et, par consequent, 

1 - e < -|||- < 1 4- e. 
D'ailleurs, e ätant aussi petit qu'on le veut, on en conclut 

lim ^■ + ^'1: + ß" =1, 

«1 + a« + + an 

ce qui exige que ßi + ß« + ßn et a, + a^ + + a„ aient la 

meine limite finie, nulle ou infnne. 

19. Ces deux principes g^näraux peuvent revetir un autre änoncö 
moyennaat la remarque suivante : 

Quand deux infiniment petits ol et ol' ont pour limite de leur rapport 
runite, leur difference 8 est infiniment petite par rapport ä chacun 
d'eux, et rdciproquement , 

En effet, röqualionS --: a — a' peut s'öcrire 

a 

a a 

Le second membre ayant pour limite zero, il en est de mSme du 
premier et o est infiniment petit par rapport ä ot'. R^ciproquement 
si 8 est infiniment petit par rapport ä a', 8 : a' tend vers z^ro, et par 
consäquent, a : a' tend vers Tunitö. 

Les principes de Substitution peuvent donc aussi s'^noncer comme 
il suit : 

On peut, Sans changer la limite d*un rapport ou d'une somme d'infini- 
ment petits, nigliger dans chaque terme une quantiti infiniment petite 
par rapport ä lui, 

Toutefois ränoncä de ce principe doit Stre compl^tä dans le cas 
d'une somme par la condition contenue sous le mot miifoim^ment 
dans rönonc^ primitif . 

L'utilit^ de ces principes consi&te en ce qu'ils permettent de 
ncgiiger dans bien des cas pröcisäment la partie des infiniment petits 
qui fönt la difficultö du probl^me. 

§ 4. Des fonctions et de la continuitö des fonctions 

d^une variable röelle. 

20. Des variables en general. — Soit x une variable reelle, c'est-ä- 
dire une quantit^ qui peut recevoir une infinit^ de valeurs reelles. 



1 
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• 

On dit que cette variable est bomde supirieurement si Ton peut assigner 
un nombre M que cette variable ne peut pas surpasser. Dans ce cas, 
il existe un plus petit nombre que x ne peut pas surpasser. En eflet, 
töus les nombres se partagent en deux classes A et B, la premifere 
renferniant les nombres que x peut surpasser, et la seconde ceux 
que X ne peut pas surpasser. II n*y a pas de plus grand nombre dans 
la classe A, ce qui impliquerait contradiction, car si x est > a, il 
surpasse encore une infinite d'autres nombres > a ; donc le nombre 
fronti^re est le plus petit de la classe B. Ce plus petit nombre que x 
ne peut pas surpasser s'appelle la limite supdrieure de la variable. 

On dit de möme qu'une variable est bomSe infirieurement si Ton 
peut assigner un nombre m en dessous duquel eile ne peut pas 
descendre. Dans ce cas, il y a un plus grand nombre, jouissant de 
cette propriötä et il s'appelle la limite infäieure de cette variable. 

On dit que ces limites sont accessibles, si Ton peut attribuer ä la 
variable ses valeurs limites. Si on ne le peut pas, ces limites sont 
inaccessibles. Supposons. par exemple, que x d^signe une fraction 
propremcnt dite quelconque, les limites införieures et sup^rieures 
de X seront et 1, mais ces limites seront inaccessibles, puisqu'elles 
ne sont plus fractionnaires. 

On dit que la variable x vaiie dans rintervalle (a, fr), lorsqu'elle 
peul recevoir toutes les valeurs comprises entre a et fr, y compris ces 
valeurs extrfimes. Nous supposerons toujours, sauf indication con- 
traire, que Ton a a < t. Ces nomDres sont donc les limites intt- 
rieures et supärieures de x et elles sont accessibles. 

Si X recoit toutes ces memes valeurs sauf la seule valeur a, ou 
bien sauf la seule valeur fr, ou bien encore sauf les deux seule^ valeurs 
a et fr, on öcrit respectivement, pour indiquer que ces limites sont 
alors inaccessibles, que x varie dans les intervalles (a + 0, fr), ou 
bien (a, fr — 0), ou enfln (a 4- 0, fr — 0). 

La Variation de x se präsente göomätriquement par le däplacement 
d'un point sur une droite indäfinie 00' ; on porte sur 00' une lon- 
gueur OX = x dans un sens döterminä par le signe de t. Sauf 
indication contraire, on suppose la droite horizontale et les segments 
positifs comptös de gauche ä droite. Par allusion ä cette reprösen- 
tation, une valeur particulifere de x s'appelle un point, la valeur a; — a 
le point a, etc. 

8 1 . Des fonctions d*une variable. — Etant donnäes deux variables 
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X et y, on dit qu'elles sont fonctions Tuhe de Tautre dans le sens le 
plus gäneral, s'il existe une d^pendance quelconque entre las valeurs 
que Ton peut attribuer ä ces deux variables. En g^neral, on consid^re 
une des deux variables comme indSpendante^ par exemple x. La 
valeur de x peut ätre choisie ä volonte, mais, x ötant donnee, y n*est 
plus arbitraire. On dit alors que y est fonction de x et cette dopen- 
dance s'exprime par la notation 

On ätudie dans les Clements des math^matiques un certain noinbre 
de fonctions particuli^rement simples, dont les propriöt^s sont bien 
connues et que Ton represente par des symboles particuliers. Ce sont 
les fonctions iUmentaxres 

x^\ A^, sin X, etc. 

On dit que la fonction ([x) est simple, si eile n'est susceptible que 
d'une seule valeur pour chaque valeur de x^ telles sont A^, sin x,.,. 
Au contraire, la fonction est ä däerminations multiples si eile est 
susceptible de plusieurs valeurs pour chaque valeur de x. Teile est 
la fonction yjx, qui peut recevoir deux valeurs de signes contraires 
pour chaque valeur de x. 

On classe les fonctions cn fonctions explicites et implicites suivant 

* 

quo la relation entre y ei x est donnee par une ^quation rdsolue par 
rapport ä la fonction y ou non rösolue par rapport ä cette fonction ; 
en fonctions algdbriques ou transcendantes suivant que la relation 
entre y eix peut ou ne peut pas etre exprimäe par une öquation dont 
les deux membres sont des polynömes entiers en x et en y. Les 
fonctions alg^briques se partagent elles-mömes en rationnelles ou 
irrationnelleSf suivant que Töquation qui Vie y 2i x est du premier 
degrd par rapport ä t/ ou ne Test pas. Une fonction rationnelle 
s'exprime donc par le quotient de deux polynömes entiers en o; ; en 
particulier, si eile se r^duit ä un polynöme, on dit qu*elle est ration- 
nelle et entiire. 

Lorsque la relation y = f[x) qui lie t/ a oj peut 6tre resolue par 
rapport ä x^ de teile sorle qu'on en tire a: -= <p (j/), la fonction (f> [y) 
s'appelle la fonction inverse de f(x). C'est ainsi que les fontions 

x^^ A^, sin;r.,. ont respectivement pour inverses x^, loga:, mir" 
sinor, etc. 
La Variation d'une fonction se reprö$ente aussi göomätriquement. 
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Qq ti^ace gänäralement deux axes rectangulaires OX et OY, par rap- 
port auxquels on d^termine les coordonnöes xeiy d'un point. L*öqua- 
lion y = f{x) sera gänöralement celle d'iine courbe plane, que Ton 
considfere comroe une representation geomätrique de la fonction f{x). 
Remarque. — II arrive souvent que I'on est amenä ä consid^rer 
une constante ou bien la variable indöpendante elle-meme comme des 
cas particuliers d'une fonction. II n'y a lä rien qui doive surprendre, 
car ces cas particuliers se rencontrent d^jä dans les fontions (il^men- 
taires et ce sont meme les plus simples. Ainsi, la fonction x**^ se röduit 
ä 1 pour m =- et ä X pour m = 1 . 

22. Oflcillation d*ime fonction dans on Intervalle (a, b). — Si la fonc* 
tion f[x) est bornöe dans Tintervalle (a, fr), eile a, comme on le sait 
(20), une limite infirieiire m et une limite supirieure M, La difförence 
M — m entre les limites sup^rieure et inferieure de f(x) dans l'inter- 
valle (a, b) s*appelle Voscillation de la fonction dans cet Intervalle. Si 
la fonction n*est pas bornee dans Tintervalle (a, b), on dit que son 
oscillation est infinie dans cet Intervalle. 

Suivant ces d^finitions, si Toscillation def(x) estfinieetägaleäM— -m 
dans Tintervalle (a, b) et que Ton partage cet Intervalle en plusieurs 
autres consäcutifs par des points intermddiaires : 1^) la limite supö- 
rieure de la fonction sera encore M dans un au moins des intervalles 
partiels et ne pourra surpasser M dans aucun ; 2^) la limite införieure 
sera m dans un nu moins des intervalles partiels et ne sera inferieure 
a m dans aucun ; S"") Toscillation sera egale ä M— m dans un au moins 
des intervalles partiels et ne sera superieure ä M — m dans aucun. 
Enfin, si Toscillation de f(x) est inflnie dans Tintervalle (a, fr), eile le 
sera encore dans un au moins des intervalles partiels. 

23. Deflnitions relatives a la continnite. — I. La fonction f{x) est 
continue au point a, ou pour x — a, si f{x) a pour limite f(a) quand x 
tend vei's a dune maniei'e quelconque. — Autremcnt, f{x) est continue 
au point a, si cette fonction est bornee dans l'intervalle (a — 5, a | 5) 
ä jjartir d*une valeur positive suffisamment petite cte 5 et si F oscillation 
de f(x) dans cet intervalle a pour limite zero avec 8. 

Ces deux döfinitions sont äquivalentes. En effet, 1°) si f{x) tend 
vers f(a) quand x tend vers a, ä tout positif nombre e, si petil qu*il 
soit, corrcspond un nombre 2 tel que Ton ait 

f{a) - e < f(x) < f(a) + e, 
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sous la condition \x — a\ < S. Donc les limites sup^rieures et infö- 
rieures de f(x) dans l'intervalle (a — 8, a + 8) seront comprises entre 
ces memes limites f(a) — e et f(a} + e, leur difförence sera < 2s et 
eile aura pour limite avec 8. 29) R^ciproquement, si Toscillation de 
fix) dans rintervalle (a — 8, a + 8) a pour limite avec 8, on pourra, 
quelquepetitquesoite,supposer/'(x)comprise entre f(a)—t et/'(a) l-^i 
pourvu que x le soit entre a — 8 et a + 8, donc f{x) a pour limite f[d) 
quand x tend vers a. 

On dit que f[x) est continue ä droite du point a, si Ton a, h restant 
positif, 

lim f(a + h)=^f(a). 

71 = 

Si cette relation a lieu, h restant n^gatif, on dit que f[x) est continue 
ä gauche du point a. 

Donc une fonction continue ä droite et ä gauche du point a est con- 
tinue en ce point. 

II. Im fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) si eile est 
continue par toutes les vakurs de x comprises entre a et b, ä droite du 
point a et ä gauche du point b. 

On dit que f(x) est continue dans le voisinage du point a, si eile Test 
dans rintervalle (a — e, a ^j- e) ä parlir d'une valeur positive suffisam- 
mentpetitedc £. 

III. Si la fonction f(x) n*est pas continue pour x =^ a ou dans rinter- 
valle (a, ft), on dit qu'elle est discontinue au point a ou dans rinter- 
valle (a, b), 

24. Continnite des fonctions composees. — l. La somme, le produit, 
le quotient de deux fonctions continues au point a ou dans Fintervalle 
(a, b) sont des fonctions continues en ce point ou dans cet inteiralle, 
ä moins qu'ujie fonction prise comme diviseur ne s'annule. 

Ces tli^oremes r^sultent immödiatement des principes correspon- 
dants de la th^orie des limites (n» IS), Dämontrons, par exemple, le 
dernier. Soient f[x) et ¥[x) deux fonctions continues au point a; 
si F^a) n'est pas nulle et si x tend vers a, la limite du quotient 
f{x) : Y{x) sera ögale au quotient des limites f{a) : F (a). Donc f[x) :Y[x) 
est continue au point a. En second Heu, si f{x) et F{x) sont continues 
dans rintervalle (a, b) et que Y[x) ne s'annule pas dans cet inter- 

2 
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valle, le quolient f{x) : Y(x) sera continu pour loutes les valeurs de x*, 
donc dans l'intervalle (a, h). 

II. Soient u = f[x) ety = Y[u)\ si f(x) est continue pour x = aet¥(u) 
conünue pour u = f{ä), y sera fonction continue de x au jwint a. 
On a. en efTet, x tendant vers a. 

limF[Ax)] = F[limA^)]-F[/-(a)]. 

Nous concluons de lä que les fonctions composies par addition, mul- 
tiplication, division ou superposition du signe fonctionnel ne peuvent 
ätre discontinues que si l'une des fonctions composantes est discon- 
tinue ou si Tune des fonctions servant de diviseur peut s'annuler. 

25. Disoontinnite. — Si la fonction f(x) est discontinue au point a, 
on dit que a est un point de discontinuitä, Ce cas se presente, sous une 
premiere forme, si la fonction f[x) n*est born6e dans rintervalle (a — S, 
a -\-^) pour aucune valeur de $ si petite qu'elle Foit ; on dit alors que la 
disco7itinuUä de f{x) est infinie au point a. Sinon, Toscillation de f[x)^ 
qui est constante ou decroissante quand 8 diminue, tend vers une limite 
d6terminee quand o tend vers z6ro. Cette limite s'appelle la discontinuifä 
de f[x) au point a, 

Cette discontinuit6 s'appelle la discontinuitä totale par Opposition avec 
les discontinuitäs de f[x) d droite et d gauc?ie du point a. Celles-ci se 
definibsent comme la premiöre, mais en consid^rant la limite de Toscilla- 
tion respectivement dans les intervalles (a, a + §) et (a — 5, a). 

Suivant leurs definitions, toutes ces discontinuites sont donc essen- 
tiellement positives. Dire qu'elles sont nuUes revient a dire que la fonc- 
tion est continue au point a, 

26. Theoreme. — Soii e un nombre positif; s'ü est impossible, en 
intercalant un nombre convenable de points de subdivison entre a et b, 
de partager rintervalle (a, b) en intervalles consdcuii/b, de teile sorte 
que Voscillation de f[x) soit < e dans chacune de ces parties consäcu- 
tives, il existe dans l'intervalle (a, b) un point au moins oü la disconti- 
nuite de f[x) est = ou > e. Ce point peut ^tre a ou b, mais c'est alors 
la discontinuitd d droite du point a ou la discontinuite d gauche -du 
point b qui sera — ow > s. 

Admettons que Fimpossibilite supposee dans cet enonce ait lieu pour 
rintervalle (a, b) et partageons cet intervalle en deux autres par son 
point milieu. L*impossibilite subsistera dans Tune au moins de ces deux 
parties, sinon eile n'existerait pas dans Tintervalle total. Soit (aj, b^) 
Celle des deux moiti^s dans laquelle Timpossibilite subsiste, ou l'une 
quelconquo des deux moities si l'impossibilit^ subsiste dans toutes les 
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deux. Partageons de meme {a^, b^) en deux parties 6gales et designons 
par (a^, b^) l*unc des deux moities dans laquelle rimpossibiliie subsic«te 
encore. Partageons {a^, b^) eu parties egales et continuona ainsi de suite. 
Noas formerons deux suites de nombres a^, a^,,. a^,.. et b^, b^,,. bji ,,. 
Tune statiounaire ou croissante, Tautre stationnaire ou decroissante, 
et tendant vers la meme limite c, puisque byi — On = {b — a) : 2^ a pour 
limite 0. Lc point c appartient donc a un Intervalle (an , bn ) aussi petit que 
Ton veut et Interieur a (a, b) dans lequel Toscillation de f{a:) est = 
ou > s. Donc la discontinuite au point c est = ou > £. Enfin^ si c coincide 
avec a ou avec b, la discontinuite se determine on ne tenant compte 
que des valeurs de f{x) a droite de a ou a gauche de 6, ce qui acheve la 
demonstration du tIi6oreme. 

27. Proprietes des fonotions continues d*iine variable. — I. Si f{x) 
est cantinue au point a, et ne s'annukpas en ce point, f(x) sera de meme 
signe que f{a) dans rintervaUe (a — 5, a + 8) pourvu qu'on choisisse 8 
su/ßsamment petit. 

En effet, /(x) ayant pour limite f{a) quand x tend vers a, on peut 
choisir 8 assez petit pour qu*on ait 

iAx)-/(fl)i <\m\, 

sous la condition \ x — a \ < 8. Cela lait, la somme 

ria) + [f(x) - f(a)l 

qui est ^gale ä /(x), aura le signe de son prämier terrae l'(a) dans Tin- 
lervalle (a — 8, c + 8). 

II. 5t f[x) est continue dans rinteiDalle (a, b), fix) est bomee supi- 
rieurement et infirieurement dans cet intervalle, 

Soit Xune quantit<i qui varie depuis a jusqu'ä b ; la fonction f(x) 
älant continue au pomt a, sera bornäe par hypothäse dans Tintervalle 
(a, X) pourvu que X soit suffisamment voisin de a (n» 23). Soit i la 
limite sup^rieure des valeurs de X pour lesquelles f{x) est bornöe 
dans rintervalle (a, X), de sorte que la fonction f(x) sera bornte dans 
rintervaUe (a, 5 — e) quelque petite que soit la fraclion positive e. Cette 
fonction sera encore born^e dans rintervalle (5 — e, i) si Ton suppose e 
suffisamment petit, puisque f(x) est continue au point ;. Donc, 1*^) la 
fonction t(x) est bornöe dans rintervalle (a, 5) formö par la röunion 
des deux prec^dents. Enfin 2«) je dis que 5 est egal ä b. car, si 5 ^tait 
< fr, f[x) qui est continue au point i serait encore bornöe dans rinter- 
valle suffisamment petit (5, 5 f- e), donc dans rintervalle total (a, 5 + 
et 5 ne serait par la limite superieure que Ton a supposee. 
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Ce thöoreme est aussi une cons^quence imm^diate de celui du n^ 26. 
Puisque f(a)) n'a pas de discontiDuit^ dans rintervalle (a, b), on peut, 
le Dombre positif £ ötant donne, trouver un mode de division de Tinter- 
▼alle (a, b) en parties cons^cutives, tel que l'oscillation de f(x) soit < e 
dans cbacune d'elles. Soit n le nombre de ces parties ; la fonction f{x) 
restera comprise entre f{a) — ne ei f(a) -{-ns, 

III. Si la fonction f{x) est continue dans rintervalle (a, b), ses limites 
superieure et infirieure sont toujours accessibles, c^est-ä-dire quHl 
existe toujours au moins deux valeurs de x dans rintervalle (a, b) qui 
donnent ä f(x) ses valeurs maximum et minimum M et m. 

Faisons la dömonstration pour la limite M. A cet effet, consid^rons 
la fonction continue, non negative, M — f{x). Cette fonction peut 
decroitre en dessous de tout nombre positif donnä e, puisque f(x) peut 
surpasser tout nombre införieur ä M. Donc la fonction 1 : [M — f(x)] 
peut surpasser tout nombre assignable et eile n*est pas bornäe dans 
rintervalle (a, b). Par consöquent, cette nouvelle fonction est discon- 
tinue (11), ce qui n'a lieu (n«» 24) que si M — f{x) s'annule dans rinter- 
valle (fl, b). 

IV. Si la fonction f(x) est continue dans rintervalle (a, b) et qu'on 
divise cet Intervalle en intervalles partiels cons^cutiß^ ä tout nombre 
positif 26, si petit qu'il soit, correspond un nombre 8 tel que toscillation 
de f{x) dans chaque Intervalle partiel soit inf&rieure d 2e pourvu que 
Välendue de chaque Intervalle partiel soit infhHeure ä o. 

Eu effet, on peut trouver un premier mode de decomposition, tel que 
Toscillation de f[x) soit inf&rieure ä z dans cbaque intervalleparticl,8inon 
la fonction aurait une discontinuit^ > e en un point de rintervalle (a, b) 
et ne serait pas continue (n° 26). SoitS Tetendue du plus petit de ces inter- 
valles. Si Ton considere un autre mode de subdivisiou en intervalle < $, 
un Intervalle de ce second mode de subdivision ne pourra s*etendre sur 
plus de deux intervalles du premier mode. Donc Toscillation de la fonction 
dans cet intervalle ne surpassera pas la somme des oscillations de f[x) 
dans deux intervalles du premier mode. Elle restera, par consequent, 
inferieuro ä e + e = 2e. 

On enonce souvent le theoreme precedent en disant qu'une fonction 
continue dans un intervalle (a, b) Tost unifbrm^ment dans cet intervalle. 

V. St la fonction f(x) est cmitinue dans IHntei^alk (a, b) et si f{a) et 
f(b) sont de signes contraires^ f{x) s*annule pour une valeur \de x com- 
prise dans Hntervalle (a, b), 

Remarquons d'abord que f{x) aura le signe de f[a) pour x suffisam- 
ment voisin de a et celui de f[b) pour x suffisarament voisin de b (I). 
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Donc» si nous dösignons par l la limite infärieure des valeurs de x 
comprises entre a et fr pour lesquelles f{a) et f{x) sont de signes con- 
Iraires, $ sera > a et < b. On aura /"($) = 0, car si f{^) avait un signe 
d^terminö, f(x) garderait ce signe dans Tintervalle (5 — 8, 5 4- 8) pour- 
vu que 8 soit suffisamment petit (I), et i ne serait pas la limite infä- 
rieure des valeurs de x pour lesquelles f(x) a un signe particulier. 

VI. Si la fonction f{x) est continue daiis V Intervalle (a, fr), cette 
fonctionpeutprendre, dans Vintervalle (a, fr), toute valeur comprise entre 
t{a)etr{b). 

En effet, soit A une quantitä comprise entre ces deux valeurs, la 
fonction continue f(x) — A, prenant des valeurs de signes contraires 
pour X = a ei X = b, s'annulera en un point intermödiaire l et Ton 
aura, par consöquent, /*($) = A. 

On änonce souvent cette propriöt^ en disant qu'une fonction con^ 
tinue dans un Intervalle (a, fr) ne peut passer d'une valeur ä une autre 
sans passer par toutes les valeurs interm^diaires. 

EXERGICES. 

1. Soit o; une variable positive et [x] le plus grand entier contenu 
dans X, On considere la fontion x — [x], Prouver : P) qu'elle est dis- 
continue pour les valeurs entieres de x et continue pour les autres valeurs ; 
2^) que da limite inferieure est et sa limite suporieure 1, dans tout 
Intervalle comprenant un nombre entier ; 3^) que cette limite inferieure 
es\, accessible et cette limite superieure inaccessible. 

2. La fonction sin ~ est d^finie, sauf pour x =^0; on lui donne, pour 

completer sa definition, la valeur pour a? = 0. Prouver : !<•) que cette 
fonction est discontinue pour o? ^ et que sa discontinuit^ est 6gale ä 2 ; 
2p) que cependant, dans tout intervalle comprenant le point 0, la fonc- 
tion ne peut passer d'une valeur ä une autre sans passer par toutes les 
valeurs interm6diaires. 

3. On definit la fonction (f[x) en posant cp(x) == — quand x est raiion^ 

nel et egal ä une fraction irr6ductible ^ p\q ei ff[x) == quand x est 
irraiionnel, Prouver : 1° que (f(x) est continue pour toute valeur irra- 
ttonnelle de x ; 2^) discontinue pour toute valeur rationnelle ; 3^) que la 
discontinuite est 6gale a la fonction elle-ra^me, 

Cet exemple prouve qu'il existe des fonctions tellos qu'il y ait, dans 
tout intervalle si petit qu'il soit, une infinite de points oü elles sont 
continues et une infinite d'autres oü elles sont discontinues. 

4. On peut definir la continuite en un point et dans un intervalle 
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(a, b) comme au n^ 23, mais en ne donnant a la variable independante x 
que des valeurs rationnelles. Ceci pose, soit f(x) une fonction definie 
pour les valeurs rationnelles de x seulement, et continue pour ioutes oes 
valeurs dans Tintervalle (a, b). Existe-t-il une fonction F(x), continue 
pour toutes les valeurs reelles de x dans l'intervalle (a, b) et qui coincide 
avec f[x) pour x rationnel? 

R. Oui, si la continuit6 de f(x) est uniforme [c'est ä dire si la pro- 
priete IV du n® 27 s'applique a f{x)] ; non, dans le cas contraire. On le 
prouvera en inontrant que, dans le cas de Taffirmative, /\x) tend vers 
une limite determinee F (a) quand x tend vers une valeur irrationnelle a. 

§ 5. Fonctions de plusieurs variables. 

28. Des rariables, des fonctions et de leurs limites. — Si les valeurs 
que re^oit la variable u d^pendent des valeurs qu*on attribue ä 
plusieurs autres variables j:, y,... on dit que u est une fonction de 
oes variables et Ton ecrit u --= f{x, t/,...). La fonction est simple ou 
ä determinations multiples^ Selon qu'elle est susceptible d'une seule ou 
bien de plusieurs valeurs pour chaque systöme de valeurs de a;, y,... 
La fonction est algdbrique ou transcendante, rationnelle ou irration'- 
neue, implicite ou explidte, comme dans le cas des fonctions d'une 
seule variable. 

On dit que les variables x, y,... varient dans le doniaine D limitä 
par les valeurs a^ et a^ de x, bi et b^ de y,.. lorsqu'on peut donner ä 
X, y,.. respectivement Ioutes les valeurs comprises entre ces limites 
et, de plus, ces valeurs limites elles-memes. Les points oü Tune des 
variables au moins prend une de ses valeurs limites forment la fron- 
tiire du domaine D. 

Lorsque les variables (x, j/,...) varient dans le domaine D, la lonc- 
tion f{x, t/,...) peut fetre born^e supörieuremenl et införieureraent 
Dans ce cas, ses limites supirieure et inferieure et son oscillation se 
d^finissent comme dans le cas des fonctions d'une seule variable. 

Ce que nous avons dit (n® 21) de ces divers ^läments, dans le cas 
oü Ton considfere le parlage d'un Intervalle (a, b) en plusieurs autres, 
peut ^videmment se röp^ter si Ton considöre le partage en plusieurs 
autres d*un domaine D. 

29. Eepresentation geometrique. — Quand on consid^re deux varia- 
bles X eiy seulement, leur Variation simultanöe se represente göomö- 
triquement par le döplacement d'un point M du plan qui a pour 
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coordonn^es rectangulaires x ei y. Le domaine D limitä par les 
valeurs a^ et a^ dex, b^ et b^ de y est alors figurö par le rectangle 
dont les cöläs ont pour öquations x ~ üi, x -= a^ ei y ^ b^, y -- b^. 
Quand j; et y varient dans ce domaine, le point repr^sentatif du 
Systeme peut prendre toutes les positions comprises dans l'intörieur 
üt sur le contour du rectangle. Par allusion ä cette representation, 
un Systeme de valeurs de x ei y s'appelle un point, le systöme a, b le 
point (a, fr), etc. La repräsentation g^ometrique s'ätend au cas de trois 
variables ä condition de consid^rer le d^placement du point M dans 
Tespace. Au delä, la repr^sentation g^omätrique fait d^faut, inais la 
ternainologie que nous venons d'indiquer s*ötend au cas g^näral. 

30. Deflnitioiis relatives a la oontmnite. — I. Une fanction f{x^ y,...) 
ejit continue au point (a, b,...) si /*{x, y,...) a pour limiie f[a, fr,...) 
quand x, y,... iendent respectivement vers a,b...j d'une maniire quel- 
conque ; ou, ce qui revient au mime^ si toscillation de f{x, y,...) dans 
le domaine infiniment petil limiie par les valeurs a d: t de x, b ± Ti de 
y,... a pour limiie quand e, t^,... iendeni vers %iro. 

II. On dii que /'(x, y,...) esi coniinue dans le domaine D limii^ par 
les valeurs ai ei a^ de x, fr^ ei b^ de j/,.., si eile esi coniinue en toui point 
Interieur ä ce domaine ei en ioui point de sa froniitre. Seulemeni, sur 
la froniOre du domaine D, la condition de coniinuiie, exprimie par 
Vequation 

lim f(x, y,...) == /"(lim x^ lim y,...), 

est seulement relative au cas oü les variables iendent vers leurs limites 
Sans sortir du domaine D. 

Une fonction /*(x, ;/,...) est coniinue dans le voisinage d'un point 
(a, fr,...) lorsqu'elle est continue dans un domaine sutfisamment petit, 
comprenant ce point, sans que ce point fasse partie de la frontifere de 
ce domaine. 

III. Lorsqu*une fonction n'est pas continue au point (a, fr,...), on dit 
qu'elle est disconiinue en ce point. 

• 31. Continnite des fonctions oomposees. — I. La somme, le produit, 
le quotient de deux fonctions continuc-s sont des fonctions continues, 
sauf si une fonction prise comme diviseur s'annule. 

La d^monstration est la mSme que pour les fonctions d'une seule 
variable (n^' 24). 
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II. Si u, v,... so7it des foncliom continues de x, y,... et si F (u, v,...) 
e^t une fonction continue deu,v,,.,, F 56i*a au^^i fonction continue de 

Faisons tendre x^ y,... vers Xo, yo,... et soient Uo, Vo,... les valeurs 
de u, t;,... en ce point. Les fonctions ötant continues, on aura effecti- 
vement : 

limF (tt, V,...) = F(limM, limv,...) = F(Uo, Vo,...) 

De la nous concluons encore que les fonctions composöes de plu- 
sieurs variables ne peuvent devenir discontinues que si Tune des 
fonctions composantes devient discontinue ou si Ton doit faire une 
division par z^ro. Ce rösultat g^n^ralise celui obtenu au (n^ 24} et le 
renferme comme cas particulier. 

32. Disoontiniiite. — Si la fonction f{x^y^,,,) n*esi pas (continue au 
point (a, &,...), eile peut etre illimit^e daus le domaine (a ± s, 6 db %.,,) 
quelque petit que soit ce domaine. On dit alors que la disconänuiie au 
point (a,b,.,.)esi infinie. Sinon, Toscillation de f{x^ ^»..<) sera eile m^me 
variable si Ton suppose que e, v),... tendent vers zero. La limite inf^rieure 
de cette variable s'appelle la discontinuite de /"(a?, y„.) au point (a, ^,,.)' 

33. Les fonctions continues de plusieurs variables jouissent de pro- 
pri6tes analogues a Celles d'une seule variable. Comme la Zentralisation 
se fait d'elle-meme, nous allous les exposer en nous bornant, pour plus 
de simplicit6, aux fonctions de deux variables. Nous ^tablirons d'abord 
le theor^me suivant : 

Theoreme. — Soient e un nomhre positif et f (a?, y] une fonction de 
deux variables ar, y, qui varient dans un domaine rectangulaire D. S'il 
est impossible, en menant dans Vint&rieur du rectangle D d/es paralleles 
aux cöt^s, de le däcomposer en un nombre süffisant de domaines rectan- 
gulaires suffisamment petits pour que Voscillation de f (a?, y) dans (iha- 
cun d'eux soit < e, il y a dans le domaine D un point au moins oü la 
discontinuitä de f (a?, y) est ^ ou > z. 

En effet, decomposons D en quatre rectangles 6gaux par les droites 
qui joignent les milieux des cötes opposes ; l'impossibilite suppcsee dans 
le th^oreme subsistera dans l'une au moins des quatre parties, par exem- 
ple dans Dj. Partageons D^ en quatre rectangles egaux de la meme 
maniere ; Timpossibilit^ subsistera encore, dans l'une au moins, D2, des 
quatre parties. Partageons encore Dg et continuons ainsi de suite ind^fii 
niment ; nous formerons une suite indefinie de rectangles D, D^, D2,... 
Dti,... successivement interieurs les uns aux autres et de cötes indefini- 
ment decroissants. Designons en gen^ral par (an, bn) les coordonnees du 
sommet du rectangle D» q^-i a les plus petites coordonnees ; alors les 
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suites de quantitesaj, a^,... an,... et 6^, b^,.,. bm..* seront stationnaires 
ou croissantes et comme elles restont finies, elles convergeront vers des 
valeurs determinees $ et t). Le point (;, t^) sera a TiDterieur ou sur le 
contour d'un rectangle Dn arbitrairement petit et dans lequel roscillation 
de f{x, y) est = ou > e. Donc la discontinuit^ de cette fonction au point 
(5, -n) sera = ou > c C. Q. F. D. 

Le point (S, t^) peut Stre 8itu6 sur le contour du rectangle D, mais alors 
il est a remarquer que la discontinuit^ sera = ou > £ en ce point, m^me 
si Ton no tient aucun compte, pour le determiner, des valeurs de f[x, y) 
ä Textericur du rectangle D. La discontinuite dont 11 s'agit est relative a 
la Variation de f[x^ y) dans le rectangle D exclusivement. 

34. Proprietes des fonotions eontinnes de denx variables. — I. Si 

f{x^ y) est continue dans le domaine rectangulaire D et qu'on divise D 
en domaines rectangulaires partiels, ä tout nombre s, si petit quHl soit, 
correspond un nombre 5 tel qve Voscillation de f{cc, y) soit inferieure 
d e dans chaque domaine partiell pourvu qtce tous ces domaines aient 
leurs cöt^ < 0. 

Remarquons d'abord qu*il existe au moins un mode de subdivision en 

parties rectangulaires, tel que roscillation def{x^y) soit < - dans chaque 

partie, sinon le theoreme du n« precedent prouverait que la fonction est 
discontinue dans le domaine D. Supposons ce rosultat obtenu par un 
premier mode de subdivision en rectangles dont les c6t6s soient tous 
> ; je dis que cette quantite o r^alise la condition du theoreme. En 
effet, dans tout mode de subdivision de D en rectangles de cöt6s < 8, une 
partie quelconque ne peut s'6tendre sur plus de quatre rectangles dif 6- 
rents du premier mode de subdivision, donc, dans cette partie, Toscilla- 

tion de f{x, y) ne surpassera pas 4 f - 

II. Une fonction conänue dans le domaine D est boniäe superieure- 
>nent et inferieurement dans ce domaine. 

Donnons-nous un nombre t et decomposons D en parties assez petites 
pour que l'oscillation de f[x, y) dans chacune d*elles soit < e, ce qui est 
possible d*apres la propri6te pr6c6dente. Soit n le nombre de ces parties 
et (a, ^ un point quelconque de D, k Tinterieur de D, f\Xy y) restera 
comprise entre /"(a, b) — n e et f[a, b) -\- nt, 

III. Une fonction continue dans le domaine D atteint dans ce domaine 
ses limites supärieures et in fer teures, 

M6me demonstration que dans le cas d*uue seule variable (n^ 27). 

§ 6. Fonctions ölömentaires. 

35. Les d^finitions des fonctions exponentielle et logarithmique 
apparüennent aux äl^ments de Talgfebre. Ces däfinitions et les pro- 
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priötes fondamentates de ces fonctions sont döjä familiäres ä ceux qui 
abordent l'ötude de l*analyse infinilesimale. En les rappelant brieve- 
ment ci-dessous, nolre but est de les rallacher aux principes gene- 
raux et de faire saisir dans son ensemble la chatne des döductions qui 
y conduisent. 

36. Ezposants fraotionnaires. — Dans sa signification primitive, un 
exposant indique le nombre des faeteurs egaux d*un produit : x^*^ designe 
le produit de m faeteurs egaux a x, Ou generalise deja en algebre 61e- 
mentaire la notion des exposants par la d^finition des exposants fraotion- 
naires. Si a designe un nombre positif quelconque, Tequation x*^ = aonn 
est un entier positif a une racine positive et une seule que Ton appelle la 

racine arithmeiiqice n^^^^ de a, On la represente par^VÖ" ou a". On 

pose ensuite, par definition, a'* = "Va'^,a?*'= l,ß"*=^— ^» a designant 

une fraction quelconque. Ces definitions suüisent pour etablir, sans 
aueune difficulte, toutes les regles du calcul des exposants rationnels 
positifs et negatifs. Nous supposerons ces resultats acquis dans los Cle- 
ments. 

37. Fonotion ezponentielle. — Soit a un nombre positif, la definition 
de la fonction a^ r^sulte de celle des exposants fraotionnaires pour 
toutes les valeurs rationnelles de x, Lorsque x varie sans cesser dCHre 
rationnel, la fonotion a^ est continue pour chaque valeur de x et eile 
varie en oroissant de a 1 et de 1 ä oo quand x lui-m^me varie dans le 
meme sens de — qo äOet deO a oo . Cette propriet6 permet de definir, par 
un passage a la limite, la fonotion a^pour les valeurs irrationnelles de x 
et dedonner,par oonsequent, la definition des exposants irrationnels, Si« 
est irrationnel a^ sera la limite de a^ quand x tendra vers a sans cesser 
d'etre rationnel. La fonotion a^se trouve maintenant definie pour toutes 
les valeurs reelles de x^ eile est encore oonstamment croissante aveoo? et 
continue pour toutes les valeurs de la variable. 

Les proprietes essentielles de la fonction exponentielle sont exprimees 
par les 6quations 

Celles-ci se d^montrent direotement dans le cas des exposants fraction- 
naires et elles s'^tendent par un passage ä la limite au cas des exposants 
irrationnels. Nous supposerons encore ces resultats acquis dans les ele- 
ments. 

38. Fonction logarithniique. — Soit a un nombre > 1 ; le logarithme 
d'un nombre positif m dans le Systeme de logarithmes dont la base est a 
est l'exposant auquel il faut elever a pour reproduire m. Tout nombre 
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positif m a un logarithme et un scul dans la base a, car a^croissant de 
a Qo quand x croit de — oo ä + oc, l'equation a^ = m a une racine et 
une seule. Nous represcnterons cette racine par Log^ x, 

La fonclion Loga^ est dofinie par la pour toutes los valeurs reelles et 
positives de x sauf o; = ; eile croit successivement de — oo a 0, de 
a 1 et de 1 ä Tinfini, quand x lui m^me croit de a 1 de 1 a ^ et de a 
a Tinfini. Elle est continue pour toutes les valeurs de x sauf x ^^ 0. 

Ses proprictcs fondamentales correspondent a Celles de Texponentielle 
a^ , eile sont cxprimees par les equations 

Logrt X 4- Log« y = Log« xi/. Log« x''* =-. rn Log« x. 

39. Pnissance queloonque. — Lorsque la variable x est positive, la 
puissance x^ est definie par ce qui precede pour toutes les valeurs 
reelles, rationncUes ou non, de a. On a, en effet, le logarithme 6tant pris 
dans la base A, 

Cette fonctioii s*exprime donc au mojen des fonctions exponentielle 
et logarithmique. Elle est continue pour toutes les valeurs de o? > 0. 

40. Fonotions circnlaires directes. — Les fonctions trigonomätriques 
sont däfinies dans les el^ments par des consid^rations gäomätriques. 
Nous supposerons connues leurs propriötds les plus älämentaires. 
Toutes les fonctions trigonom^triques peuvent se döfinir au moyen 
de Tune d'elles, consideröe corame fondamenlale, par exemple sinx, 
au moyen des formules : 

cosx ^- sin (^l-x). t^x--^ ^£^. coto ^ tg( J - x 

i i 

sec X --^ . cosec x =- 



cosx' sina; 

II y a lieu de rappeler ici le mode de Variation de ces fonctions, sur 
lequel on s'appuie pour etablir Texistence des fonctions inverses. 

I. La fonction sino? ne peut varier que de — 1 ä -[- 1 ; eile est con- 
tinue pour toutes les valeurs de x ; eile croit constamment quand x croit 

T IT 

de — 7s^ + o» ^^ so^® qu'elle prend une fois et une fois seulenaent cha- 
cune de ses valeurs quand x värie dans l'intervalle ( — 0»+^ /• Q^^^^^ 

TT 37t \ Z cj 

iTvariede^ ä -^, la fonction repasse par les mdmes valeurs en sens 

inverse. Puis les memes variations se reproduisent periodiquement 
chaque fois que x augmente d\ine circonference. Le sinus est donc une 
fonction pdriodique de periode 2Tr, et par suite, toutes les autres fonc- 
tions circulaii*es auront cette mdme periode. 
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II. La fonction igx peut prendre des valeurs quelconques. Si x v&ne 

"TT T 

de — ö a + s^'Cette fonction croit de — ao ä + oo et eile est continue, 

sauf pour les valeurs limites de x qui la rendent infinie. Elle passe donc 
une fois et une fois seulement par chacune de ses valeurs, quand x varie 

dans l'inlervalle ( — 9»+ö )• La fonction a pour pöriode w, ce qui fait 

connaitre son mode de Variation dans un Intervalle quelconque. 

41. Fonctions oiroulaires inverses. — Les fonetions circulaires 6tant 
pöriodiques, reprennent la mßme valeur pour une inflnitö de valeurs 
de la variable. Donc leurs inverses, ayant une inßnitä de valeurs pour 
chaque valeur de la variable, sont des fonctions ä ddterminations 
multiples. Nous allons montrer toutefois que Ton peut associer ces 
valeurs entre ellps, de mani^re ä constituer une infinitö de fonctions 
distinctes, mais dont chacune sera simple et continue. Nous appelle- 
rons celles-ci les branches de la fonction primitive. 

l"" La fonction y = arc sin x est la fonction inverse du sinus, c*est 
la fonction implicite y, definie par Täquation 

X = sin y. 

Quand y crofl de ■— ^ ^ + »' ^ passe une seule fois par chacune des 
valeurs comprises entre — 1 et -f- 1 . Donc ä chaque valeur de x dans 
l'intervalle ( — 1, + 1) ne correspond qu'une seule valeur de y dans 

rintervallef — ^. + '^\ Nous dirons que celte valeur est lavatetir 

prindpale de arc sin x, 
La valeur principale de arc sin x varie d'une manifere continue avec 

X et eile crolt de — ^ ^ + äQuand x croit de — 1 ä + 1 ; eile döflnit 
donc une brauche de la fonction arc sin x. Nous Tappellerons la branche 
principale et nous conviendrons de considerer cette branche, chaque 
fois que le contraire ne sera pas dit expressöment. 

La fonction a une infinite d'autres branches. Mais il est facile de 
les ramener ä la principale. En effet, les seules valeurs qui laissent 
siny invariable s'obtiennent en changeant t/ en tc ~ j/ ou en ajoutant ä 
Tun ou l'autre de ces deux arcs un nombre entier positif ou nägatif 
de circonförences. Donc toutes les autres valeurs de Tarc sinus 
peuvent s'exprimer au moyen de la principale par Tun des deux 
groupes de formules : 

y = arc sin x + 2for, 

y ^ (it — - arc sin x) + 2fat, 
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oii arc sin x regoit sa valeur principale et oü Ton donne ä k une valeur 
enlifere quelGonque. En mörne temps, chacune de ces formules döfinit 
une branche distincte de la fonction. 

La fonction arc sin x n*a de sens, d'apres ce qui pr^cMe, que si xest 
compris dans l'intervalle (— 1, +1); en dehors de cet intervalle, 
l'expression arc sin x, au moins jusqu'ä präsent, ne repräsente plus 
rien. 

2<» La fonction y =^ arc cos x se ramene ä la präcWenle par la rela- 
lion 

x = cosy--sin(^2— yj 

d'oü Ton lire 

-^ — y - arc sin X 

arc cos x ~=- ^ — arc sm x 

« ^ 

Nous appellerons valeur principale de arc cos x, ceile qu*on döduit 

de cette formule en donnant ä arc sin x sa valeur principale. Gette 

valeur principale est une fonction simple et continüc de x ; eile varie 

de IC ä quand x varie de — 1 ä + 1. C'cst la brancJie principale 

de la fonction. Les autres branches s*obtiendront en fonction de la 

principale par les formules correspondant ä Celles relatives ä Tarc 

Sinus : 

y -= ik-rz -f- arc cos ^' 

j/ -- 2fc 7t — arc cos x 

Comme l'arc sinus, Tarc cosinus n'a de sens que si la variable est 
comprise dans Tintervalle (— 1, 4- i). 

3° La fonction y = arc tg x a,pour cliaquo valeur positive ou negative 
de X, une valeur et une seule satisfaisant aux conditions 

TC ^ TT 

— 2 < arctgj:<2. 
>'ous dirons que c*est la valeur principale de arc tg x-, Celle-ci 

TT TT 

definit la branche principale de la fonction. Elle croit de — q ä + & 

quand x croit de — oo ä + oo. Les valeurs de Tarc pour laqueMe la 
tangente reprend la mfime valeur diflförent entre elles d'un multiple 
entier quelconque de tt; donc toutes les autres branches de la fonction 
arc tgx s'exprimeront, au moyen de la premifere, par le seul Systeme 
de formules 

y --= arc tg x -f kr.. 
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4^ Les autres fonctions inverses se ramfeneront aux pröcödentes par 
les formules, correspondant aux trois derniferes du n^ 40, 

arc cot a; = ä ~ si^c tgx, 

« 

4 
arc sec o; = arc cos -i 

X 

. 1 
arc cosec x = arc sin -. 

X 
EXERGICBS. 

1 . Toute fonction f [x) qui reste homäe dans un Intervalle aussi petit 
quHl sott (0, e) et qui satisfait, pour toutes valeurs räelles de x et de y^ 
ä la relation 

est de la forme f(x) =^ ax^ a constani. 

En raisonnant de proche en procbe, on deduit d'abord de la relation 
donn^e que Ton a, m et n etant des entiers quelconques, 

f(mx 4- w) =- m f(x) + n f(l) 

Prenons m > 1 : e ; faisons varier x d*une mani^re quelconque dans 

Tintervalle f 0, — J et faisons tendre Tentier n vers Tinfini. La variable 

mx + w == ? tendra vers Tinfini d'une maniere arbitraire et Ton d6duira 
de r^quation precMente, puisque f{x) reste born^e par Lypothese, 

5 = C30 ? mx -\-n ^ ' 

Prenons ensuite n = et faisons tendre m vers Finfini ; on deduira 
de la meme equation, en tenant compte du resultat prec^dent, 

X m — oo mx ^ 

2. La seule fonction qui reste hornee dans un Intervalle si petit qu'il 
soit (0, e), qui vüest pa^ constamment nulle et qui satisfait pour toute 
valeur de x ä Vägalitä 

f(x + y^--f[x)fi,y) 

est la fonction f(x) -- A^, A constant, 

On deduit d'abord de cette relation f{2x) — fix)\ f(i) = f{x) f(z — x) ; 
donc : \^ f(x) est toujours positive ; 2° si /^(s) n*est pas nulle, lalimite 
inf^rieure de f(x) est > dans Tintervalle (0, s). 

On posera donc Logf(x) = © {x), «p (x) sera bornee dans Tintervalle 
(0, e) et on appliquera la propri6te de l'exercice precedent. 

On remarquera : 1° que dans ces theoremes, on ne postule pas la 
continuite de la fonction ; 2° que si Ton ne consid6rait que les valeurs 
rationnelles de x^ il serait inutile de supposer d'avance f{x) bornee. 
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§ 7. Logarlthmes naturels. 

La d^finition des logarithmes naturels repose sur les deux theo- 
remes suivants : 

42. Theoreme I. — Soit a une variable > — 1 e< qui varie sans 
s'annuler ni changer de signe : i^ La foncHon 

y (a) = (1 + a) « 

est une foncHon continue de a ; 2^ eile varie en sens contraire de ol, 
Soit u =-•-- — ^ le logarilhme de (f (a) dans une base A quel- 

conque ; c*est une fonction continue de oc pour toutes les valeurs 
considerees, donc cp (a) -= A** Test aussi, puisque celte expouentielle 
est fonction continue de u, 

Pour döraontrer la seconde partie du thöoreme, nous partirons de 
ridentit^ suivante 

an-fi = >| 4- (a — i) (a« + a»-* +... + a + 1), 

dans laquelle a designe un nombre positif quelconque et n un nombre 
entier positif. 

Comnie la dernifere parenthfese est > ou < (w + 1) suivant que a 
est > ou < 1, ou que le facteur (a — i) est positif ou ndgatif, on a, 
dans les deux cas, 

«n+i > i _|-(n + i)(a — 1). 

Soit w un nombre quelconque mais > — w. Nous pouvons, dans 
celte inögalite, remplacer a par le quotientf 1+— -jj : f 1+- ], 

ce qui rend le second membre ögal ä 4 :(i+-\ multiplions en- 

suite les deux membres par ; 1 -t- - I , nous obtenons 

Soit m un entier > n ; on en conclut, de proche en proche, 

1 

Elevons les deux membres ä la puissance positive ou negative -, on 
voit que Ton aura, dans les deux cas, 

\ m J \ nj (0 0)' 
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car ces deux inögalitös changent en meme temps de sens avec le signe 
de 0). Remplacons encore w par ma, il viendra 



(,+,i->(,+i.) 



n 



^ m 
Sl a < — a. 
n 



Gette in^alitö prouve le Ihöortme pour deux valeurs de inßme 

signe OL et — a, dont le quolient est rationnel. Pour ötendre la dömon- 

stration au cas de deux valeurs a et ß > a, dont le rapport est 

irrationnel, on fera tendre — a vers ß par une suite de valeurs crois- 

santes ; le second membre de Tinögalit^ pröcödente, (j> f — a j, sera 

constamment decroissant et Ton aura, ä la limite, puisque la fonction 
est continue, 

?(«)>?(?). Sia<ß, 

ce qui ötablit le thöor^me dans tous les cas. 

43. Theoreme n. Definition du nombre e, — La fonction ^ (a) du 
theorime pricident tend vers une limite diterminie et unique, quand a 
tend vers ziro (Tune manüre quekonque. Cest cette limite que ton 
didgne par e. 

Consid^rons deux variables simultanöes a et ß, lides par la condition 

on aura la relation, facile ä \^rifier, 

?W = (i + ß)?(ß). 

Faisons tendre a vers z6ro par une suite de valeurs croissantes (donc 
negatives), ß sera positlf et tendra vers z^ro par une suite de valeurs 
döcroissantes. Donc o (a) variera en däcroissant et tp (ß) en croissant, 
en vertu du thöorfeme pr^cödent. Mais o (a) ^tant positive, reste finie et 
tend, par consöquent, vers une limite döterminee. Dfoignons cette 
limite par e; la dernifere equation, dans laquelle (1 + ß) tend vers 
Tunite, nous donnera, ä la limite, 

e = lim cp (a) = lim <p (ß) ; 

ce qui prouve que la limite est la mSme, quel que soit le signe de la 
variable. 

Pour övaluer cette limite, nous remarquons que les quantit^s <f{ß) 
et ^ (a) = (1 + ß) «) (ß), tendant vers leur limite la premifere en crois- 
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sant et la seconde en decroissant, on a, pour toute valeur positive de ß, 

(p(ß)<^<(l+ß)^(^). 

Ces inegalites permettent, en donnant ä ß une valeur suffisamment 
pelite, de ealculer e avec Tapproximslion que l*on dösire. En y faisant 

ß= - on voil d^jä que e est compris enlre ( ^ j et f ^ ) ^^ h fortiori 

enlre 2 et 4. Nous indiquerons plus tard des methodes plus expiUi- 
lives pour ealculer e. Ge norobre a pour valeur approchöe par döfaut 

ß = 2,71828... 

Bemarque. — II rdsulte des deux Ihöorfemes preeödents que, si Ton 
attribue ä la fonction 'f (a) sa valeur limite pour a = 0, cette lonction 
sera une fonction continue et constamment d^croissante de a, pour 
toutes les valeurs de a > — 1. 

44. Logarithmes naturels. — Les logarithmes naturels sont ceux 
qui ont pour base le nombre e, dont nous venons de ddraontrer 
Texistence dans le n<» pröcödent, et qui est > 1, ainsiqu'on vient de le 
voir. Ces logarithmes sont ceux qui jouent le röle le plus important 
dans l'analyse. C'est pourquoi nous nous servirons, pour representer 
le logarithme naturel de x, de la notation Logx sans indice, tandis 
que hogt^x dösignera celui d'un Systeme de base quelconque A. 

Les logarithmes naturels jouissent d*une propri^tö qui les caracte- 
rise. Si a tend vers zero d'une manifere quelconque, on aura d'apres 
la d^önition du nombre e 

lim ^Qg <^ + "> = lim Log (1+ «) ' = Log« = 1. 



a 



§ 8. Nombres complexes. 

45. On dcnnc le nom de fwmbre complexe ou imaginaire ä Tensemble 
de deux nombres reels a et 6, ranges dans un certain ordre, et Ton repre- 
sente cet ensemble par la notation 

a + hi, 

Les expressions de celte forme sont souroises a des regles de calcul 
convcntioDuelles. C*est dans Tenonce de ces regles que consiste la deii- 
nition mathematique des quantit^s complexes. Le sjmbole i n'a aucun 
sons par lui-meme, il scrt seulement ä maintenir separes Tun de Tautre 
les deux nombres a et ^ qui jouent un röle diiferent dans les op6rations 
que nous allons definir. Le signe -\- sert a marquer la connexion des 

3 
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deux nombres a et 6 et son emploi se justifiera de lui-meme un peu plas 
loin. 

Le calcul des quantit^s complexes repose sur les huit Conventions 
suivantes que nous indiquerons en les num6rotant : 

46« La premiere Convention est relative a Vä^alit^. On ecrit 

(I) a + ln = a' + b\ 

si Ton a s£par6ment a » a' et ^ == b\ de sorte qu'une equation entre 
quantites complexes revient a deux equations entre quantit^s reelles. 

Les trois Conventions suivantes, oü la notation elle-meme joue un röle 
essentiely sont exprim^es par les trois Equations : 

(II) a + Ot = a, 

(III) + U = hi, 

(IV) + li = «. 

EUes fönt rentrer respectivement dans Tensemble des quantites com- 
plexes les quantites reelles, les expressions de la forme bi que Ton 
appeUe purement imaginaires et enfin le sjmbole i lui-meme que Ton 
appelie Yunite imaginaire, 

Les quantites reelles rentrant maintenant dans les quantites com- 
plexes, il faudra prendre soin, dans les definitions suivantes, de n'intro- 
duire aucune regle qui contredise Celles dejä ^tablie^i pour les quantites 
reelles. 

La r^gle II montre qu*une quantit^ imaginaire n'est nulle ou 6gale ä 
zöro que si Ton a separement : 

ö = 0, i = 0. 



La quantite reelle et positive \/a' 4- b^ est ce qu*on appelie le module 
de la quantite (a -\- bi) et on le represente par | a -|- ^'/ | . Un nombre 
complexe sera donc nul si son module est nul et ne sera nul que dans ce 
cas. 

47. Vaddition et la multiplication sont d^finies par les equations 

(V) (a + bi) + (a^ + b'i) = {a + a') + {b + b% 

(VI) (a + bi) (a' -\-b'i) =^ (aa' —bV) -\- (ab' -\-a'b)i 

que Ton est en droit de poser, car elles se r^duisent a des idcntites quand 
leurs termes sont reels. Donc la somme et le produit de deux nombres 
complexes sont de nouveaux nombres complexes entierement determines. 
II est k peine n^cessaire de faire remarquer que ces definitions sont faites 
de maniere ä (^onserver les proprietes commutatives, associatives et 
distributives, qui correspondent aux relatlons : 

(« + ß) + Y ~ a + (P + Y). 
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aux relations analogues dans la multiplication et a requation 

« (P + y) = «ß + «Y- 

Les 6quatioDs V et VI donnent lieu a des cas particuliers remarquables : 

10 £u egard a II et III, requation V montre que a + bi est la somme 
des deux nombres a et ^t. Le nombre a est la partie reelle de a 4- ^^ et 
le nombre bi est sa partie imaginaire. 

29 Eu 6gard a IV, l'equation VI montre aussi que bi est le produit des 
deux nombres b et i, 

11 resulte de Ui que Temploi des signes d*op6ration dans la notation du 
nombre complexe a + bi ne peut preter ä aucune confusion. 

S^ Si Ton fait, dans requation VI, a -= a' ^ et ft = ft' = 1, eile se 
reduit ä 

7« = — 1. 

Donc tous les calculs relatifs ä l'addition et ä la multiplication des 
quantit^s complexes pourront se faire par l'application des rögles du 
caicul alg6brique habituel, a condition de traiter le Symbole i comme 
une quantite dont le earr6 serait 6gal ä — 1. Cette propri^t^ explique 
comment il se fait que le nombre t se soit introduit, on algebre, sous la 
forme \/ — 1. L'usage que Ton a fait de cette notation sans la definir a 
fait considerer parfois Texistence des quantit6s complexes comme une 
surte de paradoxe. 

4® Si Ton fait, dans requation VI, a' = a et ^' = — 6, eile donne 

(a + bi) (a — bi) = a« -f fc«. 

Deux quantites complexes qui ne difßrent que par le signe de la 
partie imaginaire sont dites coryuguees, On voit que le produit de deux 
quantites conjugu^es est r6el et positif et ^al au carr6 du modulo de 
chacune de ces deux quantites. La quantit6 a* -f b^ s'appelle aussi la 
norme de la quantite complexe a db bi, 

48. Les deux dernidres Conventions relative^ au caicul des quantit6s 
complexes consistent dans les definitions de la soustraction et de la divi- 
sion. Nous conviendrons que ce sont les Operations inverses de l'addi- 
tion et de la soustraction. 

Soustraire (a' + Vi) de [a + bi) c'est determiner le nombre x + yi 
qui verifie la condition 

[a 4 bi) - («' + Vi) t- (X + yi) - [a' -\- x) -\- [V -\- y)i. 

Ce nombre x + yi se represente par [a + ^0 — («' -|- Vi), On aura 
donc, par la d^finition de Tegalite, 

(VII) (a + bi) — (a' + Vi) -= (a — a') + (t — V)i 

et cette equation definit la soustraction. 
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Diviser (a + bi) par (a' + b'i) c est trouver un nombre x + t/i appele 
quotient qui verifie la condition 

(a + fr/) = («' + fr'/) (X + yi\ 

ou en multipliant les deux membres par a' — fr't, 

0. 6\ oJL; - cvC' AÄ«^' " (a + W) (a'-fr't) = (a'« + fr'«) (x +y/). 

Le quotient se represente par— r-; — rr. et Ton a , 

/vnn -^ +i** - ^^^^ + ^^^^ , fbä'—ab' \ . ^ \^ V '' - J ^- 

Cette equation definit ]a division. £!lle mpotre que la division est tou- 
jours possible et conduit a un r6sultat unique et bien determine pouivu 
que le diviseur ne soit pas nul. 

49. Si, dans une somme, un produit, une difference, un quotient de 
nombres eomplexes, on remplace chaque terme par son conjugu6, les 
formules precedentes montrent que les resultats seront aussi remplaces 
par leurs conjugu^s. Donc, dans toute relation entre quantitcs complexes 
qui ne comporte que les quatre Operations rationnelles, il est permis de 
remplacer i par — i. 

Soit, par exemple, Tequation 

[a + bi) («' + Vi) = {aa' — bb') + i {ab' — ba') ; 
en la multipliant merabre ä membre avec sa conjugu6e, on trouve 
(«2 + fr*) («'« + fr'«) = {aa' — frfr')« + [ab' — fra')« 

Donc le module (la norme) (Tun produit est ^gal au pi^odttit des 
modules (des nomxes) de cliaqice facieur, 

On conclut de lä qu'ww produit de plusieurs facteurs s'annule et s^an- 
nule seulement si Vun des facteurs est nul, 

50. Le module d'une somme nepeutpas surpasser la somme des 
modules de chaque terme, 

Co theoreme se veriöe d'abord pour les deux nombres 1 et (a + fri), 
c est-ä-dire que Ton a, en posant a + bi - p, 

1 + I M - 1 -I- Vä«"+"fr"^ =V(l + a)^-hfr«, = 1 1 + M 

En effet, elev^e au carre, cette relation revient a la suivante 

2 Vä«~rfr2~> 2ö, 

qui est apparente et dans laquelle Tegalite ne peut avoir lieu que si fr est 
nul et a positif, donc si ß est reel et positif. 

Ensuite la d^monsiration s*Mend au cas general. En effet, soient a et a' 
deux nombres diffcrents de zero ; Icur quotient n'etant pas nul, on peut 
poser a' — ßa ei il vient 
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f 4 I -I- I «' I - I « I (1 + I M ) 
I « + «' I = I « I 1 1 + M • 

Donc le module de (a -|- a') sera inferieur ä la somme des modules de 
ot et de ol' sauf si le quotient ß de ces deux quantites est reel et positif. 

Cette propriete peut aussi s'önoncer en disant que le module cTune 
somme est au moins ägal d la difference des modules de ses deux termes^ 
car les deux relatlous 

I « ± «' I < I « 1 + 1 «' I . 

I , ± a- I > I a I - I a' I . 

se ramenent Tuno ä Tautre par le changement de a en a :p x\ 

51. Representation geometrique des qnantites complexes. — La 

quantite complexe (a -\- bi) se repr^sente geometriquement pnr une 
droite de loiigueur et de direction determinöe, menee a partir d'une 
origine arbitraire, et ayant comme composantes suivant deux axes rec- 
tangulaires les quantites a et b, 

Si cette droite est menee a partir de l'origine des coordonnees. son 
extremit6 M est un point d^tcrmine, ayant pour coordonnees rectangu- 
laires a et b. Le point M s'appello Vafßxe de la quantite complexe et peut 
aussi servir de representation geometrique de cette quantite. 

Les coordonnees polaires r et 6 de Taffixe M jouent un röle important 
dans r^tude de la quantite complexe. EUes sont dSfinies par les relations 
a = r cos6, b ^^ r sinO ; d'oü 

r = Va* + b^ cos 6 = — sin 6 = — 

r r 

Le rayon vecteur r est le module de la quantite complexe. L'angle 6 
s'appelle son argument, il n'est determine qu'a un multiple pres de 2?: 
quand a et 6 sont donnes. 

Cette representation geometrique et la considt^ration du module et de 
Targument ont un interet particulier dans les diverses Operations prece- 
demment döfinies. 

La somme de plusieurs nombres complexes est representee geometri- 
quement par la resultante des droites representatives de ses termes. 

Si Ton fait le produit et le quotient de deux nombres complexes 

a-\'bi = r (cos + i sin 6), 
a' + Vi == W (cos e' + i sin 6'), 

on trouve, par les propxietes connues des fonctions trigonometriques, 

[a + W) («' + Vi) = rr^ [cos (6 + Ö^) + i sin (6 + 6')], 
a -\- bi f 



a — bi r'L 



cos (6 — 6') + i sin (8 — Ö') 
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Donc Ic module d'un produit est ^gal au produit des modules de ses 
facteurs et son argument ä la somme de leurs argumenta ; le module 
d*un quotient est 6gal au quotient des modules de ses deux termes et son 
argument ä la difference de leurs argumenta. 

!^ 9. Variables complexes et fonctions rationnelles 

d^une variable compleze. 

62. Variables oomplezes. -- Six eiy sont deux variables reelles, 
on dit que x + yi est une variable complexe. 

Si les variables xety ont respectivement pour limites a et fr, on 
dit que x -|- yi a pour limite a + M et Ton öcrit 

lim (x + yi) = a + bi. 

La conditian nicessaire et suUisante pour que x -|- y% ait pour 
limite a -\- bi est que 

I {X + yi) - (a + bi) I - V(x-a)M-(j/-fr)' 

ait pour limite ziro. 

Cette condition est süffisante, car, si ce radical tend vers zöro, 
chacune des quanlitös de valeur absolue moindre [x — a) et [y — b) 
aura pour limite zöro. Elle est necessaire, car ce radical tend aussi 
vers zöro avec [x — a) et [y — b). 

Les principes g^näraux relatifs ä la limite d*une somme, d*un pro- 
duit, d'un quotient de variables röelles (n"" 15) s*appliquent ^videm- 
ment aussi aux variables complexes. 

Une variable complexe qui a pour limite z^ro est dite infiniment 
petite. Pour qu'une variable complexe soit infiniment petite, il est 
nöcessaire et süffisant que son module soit infiniment petit. 

53. Polynömes entiers. — Soit % —■ x-\- yi une variable complexe et 

f[z)--k^%^VK,z^'-'^ |-A„ 

un polynöme de degrä n ä coefficients reels ou complexes. A chaque 
valeur de scorrespond une valeur bien dötermin^e de ce polynöme. On 
peut donc dire que ce polynöme est une fonction de la variable com- 
plexe z. De plus, c'est une fonction continue pour toute valeur de 2, ce 
qui veut dire que, si Ton fait lendre 2 vers une valeur particuliöre a 
d'une mani^re quelconque, on aura la condition 

lim f(z)^f(a). 
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Ön d^montre, en aigfebre, que le polynöme f(z) peut toujouri? se 
decomposer en un produit de facteurs lineaires 

leslettresay ß,...däsignantdes quantitäs räelies oucomplexes et X, ;jl,... 
des entiers positifs. Le polynöme ne peut s'annuler que pour les 
valeurs 2 = a, 2 = ß,... que Ton appelle ses racines. Celles-ci sont 
simples ou multiples : les nombres \ fx,... sont les degrös de multi- 
plicit^ des racines respectives «, ß,... La somme X + [jl + ... est 6gale 
ä n. On önonce cette propriötö en disant qu'un polynöme de degrö n 
a toujours n racines. 

54. FonctionB rationneUes. — Le quotient de deux polynömes 

est ce qu'on appelle une fonction rationnelle de z. Sa valeur est bien 
dötermin^ pour toute valeur de » qui n'annule pas le d^nominateur. 
On aura encore, d'apr^s les principes rappelös plus Iiaut (n<> 82), 

lim f(z) = /•(«), 

sauf si a annule le dönominateur. Donc une fonction rationnelle est 
aussi une fonction continue, sauf pour les valeurs de z qui sont racines 
du d^nominateur de la fraction et qui la rendent inßnie. 

Quand le dänominateur se räduit ä une constante, la fraction se 
r^duit ä un polynöme entier. On dit aussi qu'un polynöme est une 
fonction rationnelle et entüre de z. 

L'expression P(2) : Q (z) est une fraction proprement dite lorsque le 
degrö du numerateur est moindre que celui du dänominateur. Si P 
^tait de degrä plus äleve Q, en effectuant la division, on döcompose- 
rait P : Q en un quotient entier et une fraction proprement dite. 
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Dörivation des fonctions ezplicites d'une variable. 



^^ 1. D6riv6es et cUfförentielles. 

55. De la derivee. — Soit y = f(x) une fonction simple et continue 
de X dans un Intervalle (a, b) et x un point de cet Intervalle ; donnons 
ä X un accroisscment positif ou n^gatif ^x=^h, Faccroissement A y 
de la fonction sera f[x + A) — f[x) et le rapport de ces accroissements 

Ay f(x + h)^r{x) 
^x h 

Si ce rapport tend vers une limite determinöe lorsque h tend vers 
zäro d'une mani^re quelconque, cette limite s'appelle la dirivie de 
f{x) au point x. 

Si f{x) admet une derivee pour tous les points de Tintervalle (a, b)^ 
Tensemble de ces valeurs constitue une nouvelle fonction que Ton 
repr^sente par f[x) (Lagrange) ou par D/"(x) (Cauchy). 

56. Theoreme. — Touie fonction qui a une diHviepour une valeur 
donnie de x est continue en ce point, 

En eflet, r^galitö 

lim f(x + h)-f{ x) 

donne 

lim [f[x + A) — f[x)] = lim hf[x)=^ 0. 

57. Gas purticnliers. — I. Si i\x) se riduit ä une constante^ sa dS- 
rivee sera nulle. 

On a, en effet, dans ce cas, 

,. f{x + h)'-f{x) ,. ^ 
lim ~ — ' — i — ^-'^-^ = hm r = 0. 
h h 
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II. St l'(x) -^ Xy sa d&rivie est igale ä runiU. 
On a, en effet, 

h h 

58. Signiftoation g^metrique de la derive«. — C*est le problöme des 
tangentes aux courbes planes qui a conduit ä la consid^ration des 
rapports d*infiniment petits et a la d^finition de la d^riväe. Nous allons 
montrer ,en effet, que la d^termination d'une tangente a une courbe 
plane revient ä celle de la dörivee d'une fonction. 

Considärons une courbe rapportec ä des axes rectangulaires et 
soient xeXy les coordonnöes d'un poiut M de la courbe (flg. 1). Nous 
supposerons que celle-ci ait pour äquation 

y = f(x). 
Pour döfinir la tangente ä la courbe au point M, consid^rons une 

s^cante M M' men^e par ce point ; si, lorsque le point M' se rapproche 

indöfiniment du point M, la säcante M M' 
tend vers une position limite MT, cette 
limite se nomme la tangente ä la courbe 
au point M. 

Le point M ^tant donn^, la d^termi- 
nation de la tangente revient ä celle de 
son coefficient angulaire t, c*est-ä-dire ä 
celle de la tangente trigonomötrique de 
rangle que fait MT avec OX. Appelons v 

le coefficient anguKnire de la s^cante M M' et d^signons par ^ 4- Ax et 

j/ + Aj/les coordonnöes du point M'. Menons MP parallele ä OX; 

on aura, dans le triangic rectangle MPM', 

M'P^A^ 
MP~Ax' 




Fig. 1. 



ff = 



Quand M' se rapproche indäflniment du point M, «x a pour limite t. 
II vient donc 

^ = lim ^ ^ lim/'(^+^)zz/I^J = r (X). 
Ix Ax 

' La dirivie de la fonction f(x)est donc igale au coefficient angulaire de 
la tangente ä la courbe qui a pour iquation y ^ f(x)j cette tangente 
äant menee au point de coordonnees x, y. 

69. Des diflerenüellei. — La difförentielle d'une fonction f(x) est, 



.1 
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par däfinition, Ic produil de la döriv^e /"' (x) par Taccroissement ^ de 
la variable ind^pendante. Gelte dilförentielle se repräsente par d f [x) . 
On a donc, par däfinition, 

(1) dr(x)^r{x)^ 

Dans le cas particulicr oü f(x) se röduil ä a:, on a vu que /*' [x] = i , 
de Sorte que l'äquation pröcödente se röduit ä 

, (2) (Ix - Ax. 

La difpirentielle de la variable ind^endante se confond donc avec Fac- 
a'oissemetit giniralement arbitraire de cette variable. 

La formule (1) peut ainsi etre remplacöe dans le cas g(inöral par 

(3) df[x)^r[x)dt. 

Donc la difpirentielle d'une fonction est le produil de sa diiivie par 
la diffirentklle de la variable indSpendante. 
Si Ton divise cette formule par dx, on trouve 

Donc la dMvie £une fonction est igak au rapport de la diff&entielle 
de la variable ä la difpirentielle de la fonction, cequi fournit une nouvelle 
expression de la däriväe (Leibnitz) et celle qui est la plus employöe. 

Remarque. — La Substitution dedxä^ dans Töquation (1) n'a rien 
de näcessaire,|mais eile est consacräe par Tusage et cet usage est jus- 
\iü6. Nous verrons en eflfet (n® 61, V) que Täquation (3) est plus gänärale 
que requation (1) : celle-ci suppose que x soit la variable indäpendante 
tandis que Tequation (3) n*est pas soumise a cette restriction. 

60. Signiflcation geometrique des difierentieUes. — La diffärentielle 
est aussi susceptible d*une interprätation gäomätrique qui se rattache 
ä Celle de la däriväe. Considärons encore la courbe, rapportäe ä des 
axes rectangulaires, qui a pour äquation 

y =/"W. 

Menons la tangente au point M qui a pour coordonnäes x ei y. 
Donnons ensuite ä x un accroissement arbitraire Ax et soit M" le 
point de la tangente qui a pour abscisse x + Ax. On aura Ax = MP 
(flg. 1) et Taccroissement correspondant de Tordonnäe de la tangente 
sera PM". Or on a 

M"P -= MP tg (PMM") - ^xf^ (x) - df(x). 

La difpirentielle de f{x) est donc igale ä f accroissement de tordonnie 
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de la tangente ä la courbey =-- f[x), lonqu'on passe de Fabscisse x du 
point de contact ä um autre abscisse x 4- Ax. 

61. Sdgles da derivation. — L'op^ration par laquelle on determine 
la d^riväe d'une fonction s'appelle dinvaiion ; celle par laquelle on 
determine la difförentielle, diffeixntialion . Le premier objet du caicul 
difTörentiel est d*ötablir les rfegles de ces Operations. 

Nous examinerons d'abord le cas oü la fonction proposäe est com- 
posie au moyen d'un certain nombre de fonctions plus simples, dont 
la d^rivee est supposee connue 

I. Dirivie d'une sorntne. — Soit y ^ u + v — w +,,. une somme 
alg^brique de fonctions ayant des d^riv^es connues u\ v\ w\... 
Donnons ä o: un accroissement Ax et dösignons par Aj^, Au, \v, Ate;,... 
les accroissements correspondants des fonctions ; on aura : 

Aj^ ^ Ar Am; 

Ax ~~ Aa; A^r Ax "^ '" 

d'oü, en faisant tendre Ax vers z^ro et en passant ä la limite, 

j/' = u' +v' —w' +... 

En multipliant les deux menibres par dx, il vient 

dy = du-\-dv ^ dw -h... 

Donc la d^riv^e (ou la differentielle) d'une somme algöbrique de 
fonctions est la somme des döriv^es (des diflerentielles) de chacune 
de ces fonctions. 

II. Dirivie d!un produit. — Soit y ^ uv un produit de deux fonctions 
ayant des därivöes connues u' et v', On aura : 

Ay ^ (u+ Au) (r+Ay) — uv __ Au . . A v 

Ax "~ Ax ~"Ax^ Äi 

et, en faisant tendre Ax vers zöro, 

v' = lim .— lim (v + Av) + u lim t" = ^'^ + ^'*** 

En multipliant par dx, on trouve 

dy ==udv +v du, 

Donc la dörivöe (ou la diflKrentielle) d'un produit de deux facteurs 
est ^gale ä la somme de chacun des facteurs, multipli^s respectivement 
par la derivöe (ou la diffi^rentielle) de l'autre. 

Si V se reduit ä une constante a, sa d^rivöe et sa diiförentielie sont 
nuUes, donc 
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D.ati = a Dw, d.au = a du. 

On voit que la döriv^e (ou la diffärentielle) du produit d'une fonction 
par une constante est ägale au produit de la constante par la derivee 
(ou la differentielle) de la fonction. On exprime cette propriötä en 
dlsant qu'un facteur constant peut sortir du signe de dörivation (ou de 
differcntialion). 

On aura, par la memo r^gle, 

D.uvw - vwDu + uh.vw - vwDu + tiwDv -\- uvDw 
et, en general, quel qne soit le nombre des facteurs, 

\u V w J 

Si Ton fait M = V = w = ... et si Ton suppose le nombre des facteurs 
ägal ä m, il vient (pour m entier) 

En parliculier, si u -= x, 

Si Ton multiplie les deux derni^res äquations par dx^ il vient 
, f du , Av , dw , 

\ U VW 

u 
HI. Dirivie d^un quotient. — Soit y — ; on aura 

u -}- \u u Au \v 

\y t; + Av V ^x Äx 

Ax ~ Aa^ V iv-\-^Vi 

d'oü, en passant a la limite, 

, vu' — wv' 

y ft 

Si Ton multiplie par dx, il vient 

. , u V du — u dv 
dy-d ^== --j-~ 

Üans le cas particulier oü u se röduit ä une constante a, sa dörivee 

est nulle et il vient 

-. rt hv , rt dv 

D — — a .» d ^—a • 

V v^ V v^ 

IV. Derivee d'une fonction inverse. — Soit y -^ f(x) une fonction 
admetlant une fonction inverse de teile sorte qu'on ait a; = ^ (y). Si 
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Tune de ces lonctions admet une dörivöe difKrente de zöro, Tautre 
fonction aura aussi une d6n\6e et celle-ci s'obtiendra irnrnddiatement. 
Supposons connue la döriväe de ^ par exemple. On a 



^-/ÄxT' ™^'^ »'»Ä]^ =?'(»), 



^y 

il viendra donc, a la limite, 



Donc la dirivie de y considSrSe comme fonction de x est l'invet^se de 
la d&ivie de x eonsidirie comme fonction de y. 

Si Ton convient de reprösenter par un indice la variable considär^e 
comme ind^pendante dans la därivation, ou en d*autres termes, la va- 
riable par rapport ä laquelle on ddrive, la rfegle pröcddente pourra 

s'^crire 

1 



l^ü^y - 



D,jX ' 



V. Dirivie d'une fonction de fonction. — Soient y = F (u) et u = f(x), 

de Sorte que y s'exprime en fonction de u, u etant lui-mSme fonction 

de X. Supposons que F (u) et f(x) alent des d^rivöes dätermin^es F' (w) 

etr(^). Ona 

^y Aj/ Au 

lx~Au ^x 

et ä la limite, Au tendant vers z^ro avec Ax, 

y^^F(u)rix). 

Donc la dirivee de y par rapport ä x est k produit des dirivies sup- 
posies existanies de y par rapport ä u et de u par rapport ä x. Si ces 
derni^res döriv^es n'existaient pas, la r^gle ne serait plus applicable, 
mais il n*en rösulterait pas nöcessairement que y n'admit pas de däri- 
vöe par rapport ä x. 

Si Ton multiplie Töquation pröcödente par dx, on obtient 

dy = F'(u)du. 

Donc, siy =^V (u), dy s'exprime au moyen de du comme si u äait la 
variable independante. Toutefois cette rfegle est soumise ä cette restric- 
tion que du et F' (u) sont supposös dätermin(5s. 

Gelte r^gle est fondamentale, car eile montre que la diflr(6rentielle 
d'une fonction de x se calcule loujours par les mömes rfegles, qu'elle 
soit exprimäe directement en fonction de x ou au moyen de varia- 
bles auxiliaires. 



] 



— in — 

62. DarivMf das fonotions elementaires. — I. Function exponentielle. 
On a, par döfinition de la dörivöc, 

D ^ = lim 7 = e^hm — t — 

Ä=o n h=o n 

Posons e'* — 1 = a, d'oü h = Log (1 + a) ; a aura pour limite avec 
h. Donc 

,. e^ — 1 ,. a i i . 

h Log (1 + a) - Log e 

limLog(l + af 
li vient ainsi 

Donc la fonction e^ se reproduit par d^rivation. 
La döriv^e d*une autre exponentielle quelconque s'obtienl par la 
r^gle des fonctions de ionctions. On a 

D A^ = D e«^Log A _ e^Log A D (-J. Log X) ^ A^ Log A. 

n. Fonction logarithmique. Consid^rons d'abord les logarithmes 
pris dans la base A et soit 

y = LogA T.. 

Cette fonction est Tinverse de l'exponentielle a: -- A^ et sa därivöe 
se calcule par la rögle des fonctions inverses. On a 

""^ byX A^LogA "xLogA* 
En particulier, si les logarithmes sont naturels, on a 

DLogx---. 

X 

in. Puissance quelconque. Soit a un nombre donnö etx une variable 
fK>sitive. On a, par les proprietös des logarithmes, 

On en tire^ par la r^gle des fonctions de fonctions, 

Donc, la r^gle ölablie pr^c^demment (n^ 61) ponr a entier, est 

gönöraie. 

4 
En particulier pour a = ö» ^n a 
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IV. Fonctions trigonomiiriques, 1*^ Soit d'abord y = sin j;. On a, par 

däfinition, 

. A f , h 
• / . Lx • sin ßT cos X -\- ^ 

D t/ = lim ^- — / 2 lim . 

Or cos f X + ö ) 3 Pöur limite cos a;, il vient donc en remplni^nt 

A : 2 par a 

rw lim sina 
Du = cos:c'"" 

" a = a 

On sait, par les älöments de trigonometrie, qif un are moindrequ'un 
quadrant est compris entre son siniis et sa tangente ; donc, si a est 
positif, on a 

• sin a < a < tg a, d'oü 1 < - — < 



sm a COS a 

■ 

Ainsi, si a tend vers z^ro en restant posilif, -= — reste compris entre 
deux quantitös qui ont pour limite Tunitö et Ton a aussi (n^ 18) 

lim-^ — ^ i. 
sma 

D'ailleurs, comme a : sin a ne change pas de signe avec a, cette 

limite subsiste pour a nögatif et on peut la substituer dans la vaieur de 

D t/, ce qui donne 

D y -^ D sin X = cos x. 

2*» On a ensuite par la rfegle des fonctions de fonctions, 

D cos a; = D sin f -^ •— o; ) = cos f ^ -- xj D f ^ — x j 

On conclut de lä 

D cos a; = — sin x. 

3° La rfegle pour döriver un quotient donne 

^. ^ sinj; cosxDsina; — sina^Dcosx 

D tga; = D =- . 

® cos x cos* X 

d*oü 

Dlgir = — ^ • 

® cos^a- . 

4^ On trouve de mßme 

^ r.f^\ sin it* , 

D sec o; = D = — =- -- tg x sec x. 

vcosxy cos*ir ® 

5° Enfin, en changeant x en {-k — ^ j dans les deux dernieres 
fonctions, on obtienl par la rfeglc des fonctions de fonctions 

1 

D cot X = r-7-, D cüsec x — — cot x cosec x. 

sin'' X 
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V. Fonctions ti^igonomäriques inverses. — 1^ Soit y =--= arc sin x ; la 
branche principale de la fonction est däßnie par les conditions 

TT 7C 

Pour en trouver la dörivöe, appliquons la rfegle des fonctions 
inverses. On a a- ^ sin y ; donc 

Dj/X -- cos j/ = \/ 1 — sin* y = V* — ^*« 
Ce radical doit 6tre pris avec le signe +, car cos y est positif 
quand y varie de — ^ ä ^ ä' ^^^ ^ donc 

d'oü 

1 

ba-y - D arc sin x = r~-= - 

+ \/i — x'' 

Les autres branches de la fonction arc sin x se partagent en deux 
classes liees ä la principale par les deux systfemes de formules {n^ 41) : 

y =-- arc sin x + ik-rz, 
j^ ^ (t: — arc sin x) + ikn, 

Les premi^res auront donc m6me derivöe que la branche principale 
et les secondes une deriväe de signe contraire. 

^ La deriväe de y -- arc tg o: s'obtient aussi par la rfegle des 
fonctions inverses. On a a: = tg y ; donc 

Dj/^ -^ — V- -i + ig^y -=i+xK 
^ cos*i/ * ^ if 

On en conclut 

D^y= Darctgx--= ^-p-^ 

et le resultat est le meme pour toutes les branches de la fonction. 
3*» Les döriv^es des autres fonctions circulaires inverses se cal- 
culent au moyen des pr^c^dentes par les formules 

D arc cos X =- D / ^ — arc sin a;) ^ — D arc sin x 
D arc cot a; — D (^ — arc tg or) -- — D arc tg x 

I X 1 

I) arc sec a; = D arc cos - ^ — — r=^7 ^ ~%rr ^- • 

X i X\l X' — \ 



\l^-l 



1 1 

D arc cosec a: ^ D arc sin ~ = -r-.-.^:^=^ 

^ x\x'' — i 
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63. DifEerentielles des fonoüons elementaires. — Cos difT^rentielles 
s'obtiennent en multipliant les deriv^es par d^. On obtient ainsi le 
lableaii suivanl, qu'il est indispensable de connailre par coeur : 

dx^ — ax^ ~ * Ar d \x ^ --,- 

^ ^\x 

d A^ -- A^ logAdx d LogA X - , ^^,- 

^ X Log A 

de^- e^dx dlogx^ ^^ 

dv 
d sin X -- cos xdx d arc sin x - 



\ I— x^ 

1* rf^ 1 . dx 

dlgx ^ ---- d arc tg x --- ,-- - 

^ cos-x ^ i-\-x^ 

dx 
d sec X -= tg X sec xdx d arc sec x - 



x\x^—\ 
dcos j; -- — sinxrfj; rfarccosa; -- — darcsinx 

dx 

d cot X - — . , rf arc cot x ---- — aarc tgx 

sm* X ^ 

d cosecx = — cota; cosecardar d arc cosec x = — darc seca; 

II Bst essentiel de remarquer que les formules de ce tablean 
subsistent encore quand on y remplace la variable x par une fonction 
quelconque u de x. Ainsi 

dA^' =- A'^ LogAdM, etc. 

64. Differentiation des fonctions composees. — Les r^gles g^nerales 
du n° Gl et les formules du tableau precödent suffisent pour determi- 
ner la difterentielle d'une fonction explicite quelconque y, pourvu 
qu'elle soil exciusivement composöepar addition, souslraction, multi- 
plication, division ou superposition du signe fonctionnel au moyen 
des fonctions ölömentaires. En effet, par Tintroduction de variables 
auxiliaires on ramfenera la fonction y ä des sommes, produits,... de 
simples lettres ou ä des fonctions elömentaires iTune seule lettre. La 
diffi^reniielle s'exprimera par les rfegles des n°* 61 et 63 au moyen des 
differentielles des variables auxiliaires. On recommencera la mßme 
Operation pour calculer les difförenlielles des variables auxiliaires et 
Ton continuera ainsi de suite jusqu'ä ce que les difförentielles puis- 
sent s*exprimer en fonction de x et de dx seulement. En ^liminant 
alors les variables auxiliaires et leurs differentielles, on obtiendra dy 
en fonction de x et de dx. Pour trouver la deriväe üy il suffira de 
diviser par dx. 
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Avec un peu d'exercice, ces calculs se fönt Iräs rapidcment. On 
peut meme se dispenser d'introduire de nouvelles leltres et la serie 
des substitutions se Tait mentalement. Soit, par exemple, ä trouver 
la diflferenlielle de e^^n^cosa: ; on a successivement 

d.e^^n^coso; - cosx d.e8^»^ + ß^°^d.cos.T 

^ cos X e«*" ^ rf.sin x — e»*" ^ sin x dx 
= e^*"^ (cos* X — sin x) dx. 

Remarque. — Certaines fonctions de fonctions revelent parfois unc 
forme sous laquelle le mode de composition n'est pas immädiatement 
apparent, et il faut alors les transformer avant de les difförentier. 

C'est le cas pour les fonctions u^ et Log^r, dans lesquelles u et v 
däsignent des fonctions de x, On commencera par les exprimer au 
moyen d'une base constante, par exemple e ; on aura ainsi 

u^ = e *• Log " , Logu V -- |-^^» 

^ Log u 

et les differentielles s'obtiennent alors par les r^gles präcedentes. 

66. Extension des döflnitions au cas d'one variable complexe. — Soit 
z - x + yi une variable complexe, la d^rivöe d'un polynöme ou d'une 
fraction rationnelle f(z) se döfmit comme dans le cas oü la variable 
est reelle. C'est la limite, /' (2), vers laquelle tend le rapport 

f(z \-h)-nz) 

h 

des accroissements correspondants de la fonction et de la variable 
quand on donne ä celle-ci un accroissement A, reel ou complexe, qui 
tend vers zöro d'une maniöre quelconque. Lorsque cette limite 
n'existe pas, on dit que la fonction n'a pas de derivee pour la valeur 
correspondanle de z. 

Les difft5rentielles se döfinissent aussi, comme dans le cas des va- 
riables reelles, en multipliant les derivöes par la difförentielle dz de la 
variable indöpendanle. Cette dernifere diflförentielle n'est autre chose 
que Taccroissement arbitraire h =- ^x -\- i At/ que Ton attribue ä cette 
variable. 

Les rfegles qui ont ete ätaWies (n<> 61) pour lormer la döriv^e d'une 
somrae, celle d'un produit, celle d'un quotient de deux fonctions, 
Celle d'une puissance entifere de la variable indöpendante, rfegles qui 
räsultent immödiatement de la definition de la ddrivöe comme limite 
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d'un quoticnt, subsisteiit intögralement dans le cas ob la variable est 
complexe. Ges rfegles suffisenl pour former la d^rivöe d*un polynöme 
et d'une fraction ralionnelle. 

I. Si f(z) est un polynöme entier, 

f{z) =^ A(z) ^- Ao %'' -t- Ai %>'-' + ••• + An.i2 f A„ , 

011 aura 

f[z) =--- A' = nkoz''-' + {n—\) A^^^-^H h A„-,. 

Donc la dörivöe d'un polynöme est finie et döterminee pour loutes 
les valeurs de % sans exception. 

II. ^\f{z) =-- est une fraction rationnelle, ses deux termes sont des 
polynömes A et B et la rfegle pour d^river un quotient donne 

A BA^-AB- 

Donc une fraction rationnelle a une däriv^e döterminee par toutes 
les valeurs de z sauf les racines du dönominateur B. 

III. Lorsque f[z) est un polynöme d^composö en facteurs Unfaires, 
sa deriväe s'oblient aussi par la rfegle de dörivation d'un produit. Soit 

on aura 



"• +V^ + 



_z — a z — b 

Remarque. — Corame nous le verrons, on se sert souvent de la 
considöration des variables complexes pour obtenir plus facilement 
des rdsullats relatifs aux variables reelles. Ceux-ci, en effet, se dö- 
duisent comme cas particuliers des premiers en supposant que la 
variable devienne reelle. 

EXERCICES. 

Demontrer les formales suivantes : 

d. Log \x + Vä^T^») = ^^;^. d. arc sin - . ^^ _^ 

d. Log sin x = coto? dx d. Log cosx = — igxdx 

. . ^ X dx 7 T X ^^ ^^ dx 
d. Log tg ^ =- -: — d. Log tg x^ — -r J =^ 

, ^ i'^b, ^ abdx , - aAbigx 2ab dx 

d,aTc tg ~^igx =- .,<. , jo- r,-^ d. Log- — -^ - -— - -,— , - 



\a ° y er cos'X l b-sin'x ' °a — btgx a-cos-x — ^-sinH* 



d 



tg^ -\ ^-tg'o; 
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dx 



cos^o; 



"9~ + l 9 cosa? + cos^o? Jsm x 



4cos*xdx. 



§ 2. Propri6t6s de la dörivöe. 

66. Theoreme. — Si Von suppose Aa; infiniment petit et que f\x) ne 
soit pas nulle au point donnS x, lf{x) qui est igal ä f{x + ^) — fW 
et df{x) qui est igal ä f'{x)\x sont deux infiniment petits dont le rap- 
port a pour limite l'uniti. 

£n effet, on a, par döfinition de la döriv^e, 

e ayant pour limite avec Ao:. D*oü en divisant par /"'(x), qui n'est pas 
nulle par hypothfese, 

f\x)L\x "^ rw ' 

Le thöorfeme rösulte de cette ögalilö, dans laquelle e : r[x) a pour 
limite avec Ax. 

Donc, quand Ao; est infiniment petit, Ay et dy sont deux inflniment 
petits, susceptibles d'etre Substituts Tun ä l'autre sous les condilions 
expoföes plus haut (n® 18). On doit se garder toutefois de les con- 
fondre entre eux (^). 

CoroUaire. — Si en un point donni x, f\x) n*est pas nulle, on peut 
assigner un nombre S tel que ^f[x) et df(x) --= f'{x)^x aient le mime 
signe sous la condition | A^ | < S. 

En effet, ^f{x) : df{x)^ ayant pour limite l'unitö quand Ax tend 
vers zöro, doit necessairement devenir et rester positif ä partir d'une 
valeur suffisamment petite de Ax, par exemple ä partir de | Ax | < 0. 
Gelte condition röalisöe, ^f{x) et d{x) auront le mßme signe pour 
toutes ces valeurs de Ax. 

67. Ponction croissante, decroissante en un point. — Si f'{x) est 
positif au point X, il rösulte du coroUaire precedent que, pourvu que 
Ax soit suffisamment petit, ^f{x) sera de meme signe que Ax. On dit 
dans ce cas que la fonction est croissante au point x. 

(') Dans les ouvrages d'application, on a souvent le tort de les confondre, au 
moins dans le langage. 



— 54 — 

Si, au contraire, f^{x) est n^gatif, \f(x) et Ax seront de signes con- 
traires pour les valeurs suffisamment petites de Ax. On dit, dans ce 
cas, que la fonction est dicroissante au point x. 

II resulte de lä que, si f[x) ifest pas nulle, la fonction peut toujours 
acquerir, dans le voisinage immödiat du point x, des valeurs sup^- 
rieures et inferieures ä Celles qu'elle acquiert au point x. Les valeurs 
sup^rieures,par exemple, s'obtiendront ä droite du point x si la fonc- 
tion est croissante et ä gauche si eile est döcroissanle. Cette simple 
reraarque sert de base au thöorfeme de Rolle : 

68. Theoreme de Rolle. — Si La fonction continiie f(x) admel une 
dMvee dans rijitervalle (a, b) et s*annule pour x = a et pour x == b, sa 
dirivies'annulera en un point intermidiaire, 

En effet, f[x) a une plus grande valeur M et une plus petite valeur m 
dans l'intervalle («, b) (n^ 22). Si ce naaxinium et ce minimum sont 
nuls tous deux, f{x), 6tant egale ä z6ro dans tout rintervalle, est une 
constante et sa d^rivöe sera nulle dans tout rintervalle. Dans ce cas, 
le thöoröme est demontre. Si, au contraire, le inaximum est plus 
grand que zero, la fonction f[x) atteindra ce maximum (n®27), pour une 
valeur 5 de a: cömprise entre a et b, On aura f%) = ; car, s*il en 
etait autrement, la fonction fix) serait croissante ou döcroissante au 
point \ et acquerrait dans le voisinage immediat de ce point des 
valeurs supörieures ä /"(?), comme on Ta niontreJ au n<* pröc^dent. 
Donc A?) ne serait pas le maxiraum que nous avons supposö. 

Remarques, — On observera : 1®) que cette dömonstration ne sup- 
pose pas la continuitö de la fonction derivöc ; 2° qu'elle subsiste 
integralement meme si la derivöe cesse d'exisler pour les valeurs 
extremes a et fr, pourvu que f{x) reste continue. 

Corollaire. — Si f{x) reprend la meme valeur pour x -= a et pour 
X -^ b, sa derivee s'annulera en un point intermödiaire, car la fonc- 
tion f(x) — f (a), qui a la meme döri vee, s'annulera pour x -= a et pour 
X --^b. 

69. Formnle des accroissements flnis. — Soit/*(a*) une fonction con- 
tinue ayant une derivöe dans rintervalle (o, b); il en sera de m6me 
pour la fonction «p (x), definie par Töquation 

'^ ^x) (b - a) \f {x) - f (n)] --{x--a) [f (b) - f (a)]. 
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Mais cette fonction s'annule pour x — a ei pour x — bj donc, en 
vertu du th^orfeme de Rolle, sa däriv^e, qui a pour expression 

^^[x) = {b-a)r[x)-\f[h)-na% 

s'annulera pour une valeur 5 de a: comprise entre a et b, La Substitu- 
tion de cette valeur donne donc 

r(b)-f(a) -{b^a)r{l). 

Teile est la formule des accroissements Qnis. On la met le plus 

souvent sous une autre forme. Remplagons-y a par xeib par {x + h), 

alors q (qui est compris entre x ei x + h) peut 6tre remplace par 

x + ^h, 6 däsignant un nombre g^neralement inconnu > et < 1 . 

On trouve ainsi 

f(x + A) — fix) -^hf [x + ^h) 

(0 < 6 < i). 

Cette formule suppose simplement que la döriv^e soit determinee 
dans Fintervalle de a; ä o; + A, ces valeurs extremes pouvant faire 
exception, Le nombre 9 reste inconnu, il dopend de x ei de A, mais 
on sait qu'il est toujours compris entre et 1. 

La formule des accroissements finis est une des formules fonda- 
mentales du calcul difl<^rentiel. Elle est d'un usage continuel. On en 
deduit les tbeor^mes suivants : 

70. Theoreme. — Toute fonction continue f{x), dont la d&ivee est 
constamment nulle dans un Intervalle (a, b), se riduii ä une constante 
dans cet iyitervalle. 

Soient, en effet, x eix + h deux valeurs de x appartenant ä Inter- 
valle (a, ft), on aura, par la formule pr^cödente, 

fix -t- A) -f(x) =^ 0, d'oü f{ X + A) -=-- fix), 

c'est-ä-dire que la fonction est une constante. 

71. Theoreme. — Deux fonctions fix) et cp ix) dont les dirivies sont 
constamment igales dans un Intervalle {a, b) nepeuvent diff&er que par 
une constajite dans cet Intervalle. 

En effet, la fonction f{x] —o ix), ayant une döriväe constamment 
nulle se reduit ä une constante C dans cet intcrvalle et Ton a 

fix) -c?W IC. 

Ce th^or^me est le thiorhne fondamenlal du calcul integral. Dans 
celui-ci on se propose de trouver toutes les fonctions ayant une deri- 
v^e connue. On voit que le problfeme sera resolu si Ion peut en 
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trouver une seule, car toules les autres pourront se döduire de celle- 
lä par Taddition d*une constante. 

72. Theoreme. — Si f{x) a une deiiveef (x) et tend vers Finßni 
quand x tend vers une valeur finie a, il est impossible que f (x) conserve 
une valeur ßnie quand x tend vers a, 

En effet, si | /"' (x) \ avait pour limite supörieure M, la formule des 
accroissemenls finis donnerait 

\f{x + h)^f(x)\ < I MAI . 
et comme on peut faire tendre x vers a dans cette formule el choisir 
A de manifere que f(x + A) reste fini, on voit quo f{x) ne crottrait pas 
ind^finiment quand x tend vers a. 

73. Formule de Cauchy. — - Soient f[x) et F (x) deux fonclions conti- 

nues et admettant des derivies dans Vintervalk deaäa + h; supposons, 

en outre que F' (x) ne s'annule pas dans cet Intervalle. Si Von dSsigne 

par 9 une quantiti geniralement inconnue mais comprise entre et \, 

on aura la relation 

f [a-\-h)-f(a) _ r (fl + e A) 
F(a-hA) — Fl«)"" F'lfl I OA)' 

Gelte iormule est due ä Caucliy ; pour ia dömontrer, considörons la 
fonction © (x), döfinie par la formule 

'f(x) .[/•(x)_/-(a)l-[F(x)-F(«)]^|±^5^; 

eile s*annule pour x =- a et pour x -- a + h; donc, en vertu du thäo- 
rfeme de Rolle, sa dörivöe ^' (x) s'annule en un point intermödiaire 
(a + 9 A). On obtient ainsi 

/^' (a ^ 9 A) - F' (a + 9 A) L(3: + '')jZL^^^^^ _ o. 
' ^ ' ^ ^ F (a + A) — F [a) 

On peut diviser les deux membres par F' (a + 9 A) qui n'est pas 
nulle par hypothfese et Ton trouve la formule de Cauchy. 

Remarque, — La formule des accroissements finis n'est qu'un cas 
particulier de celle-ci : eile s*en döduit en posant F (x) --= x, ce qui est 
permis puisque F' [x) =-~ 1 et ne peut s*annuler. 

EXERCIGES. 

1. Si f^ (x) est d^ierminäe et si :c' et x" tendent vers x en satisfaisant 
aux conditions x' < x < x'\ on OAira 
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On remarque que le premier membre a une valeur intermediaire entre 
les quantii^s 

fix'') -fix) f(x)^f(o,^) 
X X X 07' 

qui tendent toutes les deux vors f{x), 

2. Si x^ ei x" sont tous deux > x ou totes deiuc < a?, La formule pro- 
cädenie subsistefa, pourvu que f[x) soii continue au point x, 

On considere la relation 

/•(^") ^f(x') ---: (X" — X') f \X' I- e (x" — X')\ 

3. Si la derivee f [x\ est continue dans V Intervalle {a^b)^d toutnom- 
bre positif e, si petit quHl soit, correspond un nombre § tel qu'on ait 

/•(^:M|z-/:if:)_/.-(,,|<, «i |,,|<5, 

pourvu que x et x -\- h appartiennent d V Intervalle (a^b). 

Par la ibrmule des accroissements finis, le premier membre devient 

\r[co + ^h)^r{x) |. 

La derivee etant continue, on peut supposer son oscillation < e dans 
tout intervalle < o (n° 27, IV), alors cette difference sera a fbrtiori < e. 

On exprime ce theor^me en disant que A/'fayj : Ix converge tini forma- 
ment vers sa limite d f(x) : cb: dans j'intervalle (a, b), 

4. Reciproquement^ si ^f[x) : Ao? converge uniformöment vers sa 
limite f (a?), celle-ci sera continue dans Vintervalle (ö, b), 

5. Si f(x) a une derivee däterminäe dans Vintervalle (a, b), r\oo) est 
une fonction qui ne peut passer d'une valeur ä une autre dans cet hiter- 
valle Sans passer aussi par toutes les valeur s intei^mädiaires. 

Od montre d'abord que si f [a et f^[b) sont de signes contraires f {x) 
peut prendre la valeur intermediaire 0. A cet eflfet, on prouve que f[x) a 
un maximum ou un minimum qu'elle atteint pour une valeur ^ de o; com- 
prise entre a et 6 et que Ton a /*'(?) = 0. Les autres cas se ramenent au 
precedent. 

6. Däfinitions. — Lorsque le rapport Ay : Ix tend vers une limite 
determince quand Aa- tend vers zero par des valeurs positives, cette 
limite est la dMväe ä droite de y. La d^riväe ä gauche se definit de 
meme, Ao? restant negatif. 

Th^or&me L — Si la fonction conäntce / [x) a une derivee ä droite 



— 58 — 

deterrninöe et positive 671 ioul poini de Vintervalle (o, ^,) le maximum 
de f[x) dans cet intervalle sera f(b). 

Le raaximura ne peut avoir lieu eii un point ; < 6, car/^t? + h) — f{\) 
sera positif avec la derivoe prise a droite /*' (;) pour h positif et suffisam- 
ment petit. 

Th4or&me IL — 5i, au lieu de cela, la derivee d droite ätait negative ^ 
f[h) serait le minimum de f[x) dans Vintervalle (a, b], 

Theoreme III. — Si la fonx:tion continue f{x) a une derivde d droite 
constamment nulle dans Vintervalle (a, b)^ f[x) est constant. 

Soit e un nombre positif, les deux fonctions 

fix) + t{x — o) r[x) - e(x — ö) 

ont respectivement des derivees ä droite positive, s, et negative, — e; 
elles ont donc respectivement pour maximum et pour minimum : 

/•(*) + e (6 -a), f{b)-^t(h-a\ 

d'oü Ton conclut, respectivement, 

f(x) <f{b) + t{b--- X), rix) > f[b) - £ (6 ^ X), 

ce qui ne peut avoir lieu pour e infiniment petit que si f{x) ~— f\b). 

7. Theoremes analogues sur la derivee ä gauche. 

§ 3. D6riv6es et difiörentielles successives. 

74. Definitions. — Soit y == f{x) une fonction ayant une d^rivöe 
y' = f{x]. Si cette noavelle fonction admet elle-meme une derivee, on 
la reprösentera par j/", f'[x) ou D*y,el on Tappellera la dirivie seconde 
de j/. 

La d^rivöe de j/" sera la derivie troisiime de y et se repr^sentera 
par y''', r"(x) ou D'y et ainsi de suite. 

On appelle diffireniielle seconde de y et Ton reprdsente par d^y la 
difförentielle de sa difförentielle dy. 

Cette nouvelle diiförentielle depend de la relalion que Ton veut 
dtablir enlre la variable x et son accroissement dx -~- Ax. Si Ton con- 
vient que cet accroissement doit avoir une valeur constante, indepen- 
dante de x, on aura 

(Py = d.f'(x)dx-r\x)dx^ 

De meme d*j/ aura une difKreiitielle qui sera hdiffUrentielletroim^me 
Aey. On la reprösente par 

d^y^r"ix)dx^^y'''dx\ 
On continue ainsi de suite et Ton a, en genöral, 

d»y •=.. /\"'(x) dx'' --= y'^"'dx'' . 
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On tire de ia 

" ' dx^ dx« ^ dx» 



f • • • • • 



Donc la derxvee iV^^^ (Tune fonctioji est le quotient de la diffet^entieUe 
fiieme jß /^ foncttOTi par la puissance n^**^ de la di/J&entielle de la 
variable pfise comme conslanle, ce qui fournit une nouvelle maniöre 
de ropräseiiler celte dörivee et celle qui est la plus gänäralement 
employee. 

76. Des differences flnies. — Si Ton donne ä x un accroissement A:r, 
la fonction f{x) prendra un accroissement 

^fix) ~- fix + Ix) - f[x) 

que nous appellerons diff&rence premüre de f(x). 

La difförence de la difKrence premifere sera la diffirence seconde^ 
qui se repr^sentera par AY(a:), et ainsi de suite. On convient de con- 
siderer raecroissement Ax comme indäpendant deo;, de sorteque Ton a 

AY [x] = f[x + 2Ax) — a^o; + Ax) + f[x) 
\^f[x) = f(x 4- 3Ax) — if[x + 2 Aa:) + if[x + Aj:) — f{x] 

et amsi de suite. 

II existe une relation importanle entre C(.s dilKrences successives 
et les deriv^es successives de f{x), s'jppose'es dcterminöes. Nous con- 
naissons däjä, pour le premier ordre, la formule des accroissemenls 
finis : 

... ( ^f(x)^ fix + Ix)^ f(x) --= Xvf'ix + HSx) 
^' ( (0<6<i; 

Afin d*obtenir une formule analogue pour le second ordre, rem- 
placons, dans celte formule, t(x) par f(x + Ax) —,f(x) ; il viendra 

^^f(x) -^^x[f'{x + ^x + ^x)— /•' [x + e ^x)] 

Mais la quantitä entre crochets s'obtient en remplacant f{x) par 
f'{x + 9 Ax) dans la formule (1), ce qui donne 

fix H-OAa;+ \x]^f' {x + ^^x) - lxl'''(x |- H\x + H^^x). 

(0 < e^ < 1) 

et, en substituant cette valeu.r dans Tequation präcedente, on trouve 

(2) A- A^) - ^' ^'(x-\-filx-{-H^^x), 

C/est la formule relative au second ordre. 
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Pour passer au troisiöme, remplagons, dans la formule (2), f{x) par 
f{x + A^r) — f{x) ; on trouvera, de mßme, 

(3) ^^f{x)^^x'f^"{x + ^^x ^-^^üx + ^mi 

oü 62 est une troisifeme quantitö comprise entre zero et un. 

On peut recommencer la meme Operation sur Töquation (3) et con- 
tinuerainsi de siiite. 

Supposons que les därivöes de^(a;; soient des fonctions continues; 
divisons respectivement les ^quations (1), (2), (3) par ^x, Aj;% ^x^; 
il viendra, en faisant lendre Ax vers z^ro, 

lim ^ = rix). lim ^ ^ m, lim ^^ = r"(x) 



et, en gönöral. 



„„ ^ - ,,(,) - "■'f'" 



^x'' ' ^ ' dx" 

Donc la dirivie n^^^^^ d'une fonction est la limite du rapport de la 
diff^irence n^^^^ de la fonction par lu puissance n^^^^ de la di/fdrence de 
la variable, quand cette diff^^ence, supposäe independante de x, tend vers 
zero. 

76. Derivees n^^^^^ des fonctions elementaires. — La dötermination 
de la derivöe d'un ordre quelconque pour une fonction ölömentaire ou 
composöe, ne peut presenter d'autre difficulte que la longueur des 
calculs, si Tordre de la dörivee est donne nuraöriquement. Mais, si 
Ton demande d'exprimer la dörivöe n^^'^^ en fonction de n, n restant 
arbitraire, le problfeme devient plus difficile. Toutefois, pour quelques 
unes des fonctions ölementaires, la Solution en est assez simple. 

I. On a trouvö Dx^ -= ax^'-* ; on en tire successivement 

D^x" ^ a [a — ^) x^-^ 



D^'xf" = a (fl — l)...(a — n + \) ^'-" 

Si a est entier et > 0, cette dörivöe se rdduira ä la constante a pour 
n = a, et sera nulle pour n > a. Donc la d^nvde n^'^^* d*un polynöme 
de degri infirieur ä n est identiquement nulle, 

II. De röquation D Logx = ic-^ , on tire immödiatement, par la rfegle 

ci-dessus, 

D^Loga; - D^-i x-^ = (— i) (— 2) ... (—n + ^) xr'^ 

(n — 1) ' 
D"Log^=(-l)"-^^;^ 
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• III. La formule DA^ = A^Log A donne imm^diateraent 

I)"A-^=-A^(LogA)" 

IV. On a Irouvö que 

D sin o; = cos a; -^ sin [x + ^). 

7t 

La derivee s'obtient en ajoutant ^ ä Targument, donc, en g^nöral, 

D'»sina;= sin (x-\-n ^). 

On a ägalemenl 

D cos X =■-- cos [x + ^), 

par consöquent, 

D^'cos x = cos(j? + n :^). 

VI. On a trouvö 

i 1 

D arc Igx = ,— , — , : donc D" arc tg x = D**-* j— — r- 

On simplifie le calcul, en rendant la variable complexe. On peut 
alors faire la däcomposition suivante : 

1 1 /'^ 1 i \ 



1 + X* ii \x — i X -\- ij 
d'oü Ton conclut 



1 



1 1 



^'' \ -\-x^ ^ ^^" * ^^ *^ ' Ix — i)^ [x + i]^^ 
On se d^barrasse facilenient des imaginaires. Posons 

X — i = p (cos o — i sin cp), 

d'oü (en observant que sin y est > 0) 

p = \/r+^. ? == ^^^ ^^^ ^ (0 < y < 7c), 

il viendra, par la formule de Moivre, 

1 cos n cp -I % sin n 'f 

1 cos n (3 — i sin w «p 

Par consequent, 

1 + X* ^ ' pn T» 

(n \\y 

D« arc tg X = (— 1 )'^-*— ^ ^ sin (n arc cot x), 

(1 + x^)"^ 
(0 < arc cot X < tc). 
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77. Derivee iv^^^ d*nn produit Fornmla de Leibnitz. — Soit uv ]e 
produit de deux fonctions de o; ; on a trouvö 

D.MV == vDu + ttDi;. 

D^rivons ; il vient, par la r^gle pröcedente, * 

D«wt^ -= vD^tt + 2Dtt. Dt; + uD^v. 

Dans la deriv^e premiöre, la somme des indices de därivation est 
ögale ä 1 dans chaqiie terme ; dans la d^rivee seconde, eile est ögale 
ä 2 ; on voit de suite qu'elle sera ögale ä n dans la dörivöe n^*"'^. On 
peut donc poser la formule 

(1) D"ttt; = Ao ti D«i; + Ai Du D''-^ v -\~ k^ D*m D'^-^i; +.... 

dans laquelle les lettres A ddsignent des constantes numäriques qu'il 
s'agil seulement de döterminer. Faisons, pour cela, 

u^ e^ , V = eP^ d'oii uv ^ ^* + *^^ 

on aura 

D^ttt;-- (1 +a)«6(*+«)* 

D *u D^-H = a* eP^, e^ = a* e(* + «^^ 

Substituons ces valeurs dans T^quation (1) ; eile deviendra, apr^s 
suppression du facteur commun ei*+«^, 

(1 + a)" = Ao + Aia -f A^a« + .... 

Donc les coefficients Ao, Ai, Ag,... ne sont ai>tres que ceux du 
binöme. On peut ainsi donner ä Täqualion (1) la forme symbolique 
suivante : 

D« UV = (Du + Dv)'* . 

Mais on convienl d'observer les eonditions suivantes dans le döve- 
loppement du second membre : 1° on ecrira Du et Dv dans tous les 
termes, meme dans les lermes extremes oü Tun d*eux re^oit Fexpo- 
sant ; 2<> on remplacera ensuile \)u^ par D^u, Dv^ par \^^v et enfin, 
D^tt par u et D*H; par v, 

78. Proprietes des derivees d'una fonction rationnelle. — Soient z une 
variable complexe et f(z) une fonction ralionnelle de z 

les polynömes P et Q n'ayant pas de racines communes. Soit a une 
racine de degre m de P(;?), nous disons aussi que c'est une racine de 
degre m de f(z). On a, dans ce cas, 
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et 5(2) est une fonclion rationnelle qui a iine valeur finie et ne s'an- 
nule plus pour z = a. Därivons ; il vient 

r{z) -= (z - a)^'-' [m<f(z) + (z - a) cp'(a)] 

La quantite entre crochets est une fraction rationnelle qui ne 
s'annule plus pour ;s = a ; on a donc le th^or^me suivant : 

I. Tonte racine de degri m d'une fonction rationnelle f(z) est une 
racine de degri (m — i) de la dirivie ; en partictdierf une racine simple 
de f(z) ne sera plus racine de la deiivee, 

Si Ton applique ce theorfeme, de proehe en proche, aux dörivöes 
successives de f{z) on en döduit le suivant : 

II. Tonte racine de degri m de f(z) est coinmujieä f(z) et ä sesm — 1 

premieres dirivees. Riciproquement, toute racine commune ä f{z) et ä 

ses (m — i) pre^niti^es dirivees et qui n'annuU pas la dirivie d' ordre 

m est une racine de de^ri m de f{z). 

Ces thöor^mes jouent un role iraportant en algfebre, dans le cas 
particulier oü f{z) se r^duit ä un polynöme. 

EXERCICES. 

I. Derivees n^"^"«* des fonctions : 

1 1 X' a: 



R. On opere comme pour trouver la derivee d'ordre w de 1 : (l+x^) au 
n^ 76 ; ces fractions se decomposent en d^autres plus simples, dont les 
denominateurs sont lineaires, et qui so derivent sans difficulte. 

2. D"sin''^x, D"cos^"iC (m entier et positif). 

R. On decompose ces fonctions en sommes de sinus et de cosinus des 
multiples de x. La derivation est alors facile. 

3 D« ßx cos e cos (j;8in Ö) -. <?^ ««■ ^ cos (xsin ö + n 6). 

R. On prouve que la relation, vraie pour n, subsiste pour w+1, (ö est 
suppose constant). 

4 . D" e^^ cos bx = p" ^'-^cos (bx -\- uO) . 

R. Se ramene au cas pr^cedent en posant a = pcos6, 6^psin0. 

5. D"-^- -_ - ; D"arcsinx. 

\ l —x^ 

R. La premiere s*obtient par la regle qui donne D"wt?, en posant 
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w = {l — x) 2, ^ = (1 + ^)" 2. La seconde se ramone ä la premiere, 
apres la premiere d6rivation. 

n ! 

X 

R. Applications de la regle pour deriver uv. 

1.3.5.. .(2w—l) . , 

7. D"-i (1 —x^}^- T = (— 1 )^"^ n ®^" ^^ ^^^ ^^^ ^' * 

R. Supposee vraie pour w, la relation se d^montre facilement pour»i+ 1 . 

8. D»* wvM?... ==(Dw + Dv + Die + ...)'» . 
R. Demonstration analogue a celle du n« 77. 

9. D^/'la + bx) = b^f^(a + bx) . 

10. D&riv^e n*^™* d'une fonction de fbnction, — On prouve de proche 
en proche que, pour w = <p(x), on a 

en designant par P^ un polynöme, independant de la forme de /*, homo- 
gene et de degre k par rapport aux deriv^es Dw, D*w,,.. (Pour la 
maniere de former ce polynöme, voir n° 90). 

11. Soit u = Logx ; si la lettre D designe des deriv^es par rapport 
ä u et si Ton convient d*ef!ectuer les multiplications algebriquement, 
on aura la formule sjmbolique 

D? ALogx) - D(p-l)-(D-n + l)^(u). 

R. On a d'abord, par Texercice prec^dent, 

(1) D«/-(Logx')-SPÄPM«*). 

Faisant, en particulier, f{u) = e<*", ce qui ne change pas Pä, 

(2) D^ e" Log .r _^ 2 p^ ßÄ ^au^ 

Mais on a, d'autre part, 

(3) Dn^ahog^T ^ D''a'«--a(ß — l)...(a — 7i+l)x«-»* 

-=a(a— l)...(a— w + 1)— . 

Le second membre de (1) se deduit de celui de (2), en supprimant lo 
facteur ^" et en rempla^ant a^ par D^ f(u). Si, au lieu de faire ce 
changement dans (2), on le fait dans (3), on obtient la formule ä 
d^montrer. 

12. D6montrer la formule sjmbolique : 

D^«(x)e«^ = e^^(D +a)'^ ©(iC). 
R. Application de la formule de Leibnitz. 
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13, Deriv^ n'*"* d'une fonction rationnelle, — Oa decompose la 
fraction rationnelle en une somme de fractions simples par la pnethode 
qui sera ezposee plus loin (n» 104). Elle est alors preparee pour la 
d^rivation, qui se fait sans difficulte. Les derivees de Texercice 1 sont 
des cas particullers de cette metbode. 

Remnrque. — Les procedes les plus generaux pour la foimation des 
derivees n'*"" se rattachent a la formule de Taylor et aux fonctions 
d*une variable complexe. (Voir, en particulier, les applications de cette 
formule dans le cbapitre suivant). 
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CHAPITRE II. 



Formule de Taylor. Applications diverses. 



§ 1. Thöorömes pröliminaires. 

79. Theoreme I. — Soient f(x) et F (x) deux fotictiom ayant des 
dei'ivies diterminees du premier ordre dam rinteiwalle de a ä a + h ; 
si ces deux foncHons s'anmUentpour x = aet si ¥' (x) ne s'annule pour. 
aucune des valeurs de x interniMiaii^es entre a et a + h, on atira 

'^^ FM^-F'(a + eA)' (0<«<^)- 

En etfet, ]a formule de Cauchy (n<> 73) se röduit ä la precedente, 

quand on y fait 

f{a)-^F{a) = 0, 

II est important de remarquer que, dans la formule (1), Apeut etre 
aussi bien nögalif que posilif. 

80. Theoreme ü. — ■ Soient f(x) et F (x) deux fonctions ayant des 
d^riv^es diterminies jusqu*ä Vordre n inclusive^nent dans Fintervalle 
de a ä a [- h ; si ces deux fonctions et toutes leurs derivfes jusqü'ä 
Vordre [n — 1) s'annulent pour x = a, et si aucune des n premieres 
dMv^es de F {x) ne sannule pour une valeur de x inteimediaire entre 
a et a + A, on aura la relation 

(2) ^^t^-&r^ä (0<ö<i). 

' ¥ [a-\- h) F^'"(a + 9A) ^ ' 

Ce thöorfeme rösulte de l'application repötee du thöorfeme precö- 

dent. On a d'abord 

f(a-\-h) r(a + ^ihl 

¥ {a + h) -^ F(a +\h) l^ < ^i < V). 

Mais on peut appliquer la raeme formule, en y remplac^ant les fonc- 
tions par leurs dörivöes et A par 9,A, ce qui donne 

r {a + e.A) r^a_\ 0,A) ^ 

V'{a \-h,h) ""F''(^/-hOgA) ^" ^' '■' ^'^* 
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On continue aiosi de proche en proche jusqu'ä ce qu*on obtienne 

F.n-i)(a + 6n-iA) ~ F(n)(a+enÄ) l^ < ^^ < "«-*^ 

DoDC, ce dernier quotient est aussi ägal au premier, et en rempla- 
(>ant On par 6, ce qui est permis, on obtient la formule a d^montrer. 

81. Theoreme m. — Soit f(x) une fonction aymt des derivees 
ditemiinies jusqu'ä Fordre n inclusivement dans rintervalle de a ä 
a -\- h ;si cette fonction et ses (n — 1) premUn^es dirivies s'annulent pour 
X = a, on aura 

(8) f(a + A) = ^''- P^ (a + m (0 < 9 < 1). 

Cette formule est un cas particulier de la pr^cädente. Elle s'en 

döduit quand on y falt 

F {x) = (j:— a)'* . 

Cette fonction verifle les conditions du th^oräme II ; on a 

F(a + A) = A'*, F(^)(a:)=n! 
et si Ton substitue ces valeurs dans la formule (2), on obtient la 
formule (3). 

§ 2. Formules de Taylor et de Maclaurin. 

82. Objet de la formule de Taylor. — Cette formule a pour objet de 
dävelopper f(a + h) en une somme de termes ordonn^s suivant les 
puissances de h et de la forme 

/•(a + A) == Ao + Ai'A + AgA« +... ■}- A„.i A"-*4- MA»», 

les quanlitös Ao, Ai,... An-ietant des conslantes par rapport a A, et M 
une fonction de A, mais qui doit conserver une valeur finie quand h 
tend vers %iro. 

Ce d^veloppement est possible sous des conditions trfes gänörales 
que nous allons indiquer dans le thöor^me suivant et nous prouve- 
rons ensuite qu'U n'est possible que d'une seule manifere. 

83. Theoreme I. Formule de Taylor. — Si f{x) est une fonction con- 
tinue ayant des dMvees d^tennineesju^qu'ä Vordre n inclusivement dans 
PinteiDalle (a, a + h)j f(a + h) pourra se developpei* suivant les puis- 
sances de h par la formule suivante : 

{ n« + A) = /•{«) + *r(a)+|^r'(fl) +••• 

oü est U7ie quantiti giniraleineiit inconnue, rnais comprise entre QetX. 
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Ce developpement porte le nom de formule de Taylor, II vörifle 
evideminent les conditions dont nous avonsparlödanslenumäroprecä- 
dent, lorsque la derivee n^^'^^^ est, en outre, bornöe dans rinlervalle 
(a, a-\-h). On apergoit dans cette formule la loi de formalion des 
coefücienls A et on y trouve. en meme temps, une expression remar- 
quable de la fonction M. Pour ötabllr cette formule, on observe que 
la fonction f[x) et le polynöme de degrö (n — 1) en x 

P«-i W = /(«) + "^ r [a) +.-. + ^^=^ r«-^^ (a) 

jouissent des proprietes suivantes : 1° Ils sont dgaux pour x = a\ 
2° leurs dörivöes du meme ordre sont aussi ögales deux ä deux pour 
x = a jusqu'ä Tordre (n — 1) inclusivement ; donc 3« leur diffärence 
f[x) — P,7..i(a-) s'annule pour x = a ainsi que toutes ses döriv^es jus- 
qu*ä Tordre [n — 1). Par consöquent, on peut appliquer ä cette diffä- 
rence le theor^me III du paragraphe pröcödent ; mais, comme le 
polynöme Pn-i a sa derivöe n*^'^^ identiquement nulle, la formule (3) 
de ce thöorfeme se räduit ä 

w! 

II reste ä faire passer P„.i (a + A) au second membre et ä remplacer 
ce polynöme par son developpement ordonnd suivant les puissances 
de A; on obtiendra la formule (1). 

84. Theoreme n. Unite du developpement. — Soii fix) une fonction 
ayant des dii^ivies diierminies jusqu'ä Vordre n dans Fintervalle dea ä 
a -{-h ; si f{a+h) peut se divelopper sous la forme 

f(a + A) = Ao + Ai A + ". + kn-i h^-' + M A« , 

les coeßcients A äant indipendants de h et M restant fini quand h tend 
vers zerOf ce developpement coincide ierme pour terme avec celui d6 
Taylor. 

Supposons, en effet, qu*il y ait deux d^veloppements differents 
jouissant des propriötäs indiquäes, savoir 

k^ -t- AiA -\ \- An-i A»-* + MA« = flfo + aji -\ ha»i-iA''"* + mh^ 

On en lire Ao -= «o po^r A = 0. Supprimant ces termes ögaux, on 
peut diviser par A et Ton trouve encore A^ = a^ pour A = 0. On con- 
tinue ainsi jusqu'ä ce qu'on trouve An-i = On-i et alors Täqualion 
präcedente se reduit ä M - m, Donc les deux döveloppements sont 
identiques terme pour terme. 



f(a-\-h)^ Vn.i (a + A) = '- /-« [a + 6A). 
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« 

^5. Terme complementaire. Serie illimitee de Taylor. — Le dernier 
terrae de la formule de Taylor qui a une forme diffdrente des precä- 
dents et qui a pour expression 

n! 



-Jin)(a+U) 



porte le nom de terme compl^entaire ou de reste. Lorsque f(x) a 
loutes ses d^rivees dötermin^es, on peut se donner n a volonte et, par 
consöquent, reculer ce terrae aussi loin qu'on veut. Lorsque ce terme 
peut 6tre reiidu suffisararaent petit a condition de prendre n assez 
grand, la forraule de Taylor donne un procöde comraode pour-^valuer 
approxiraativeraent les (onctions. Nous allons en voir des exeraples 
un peu plus loin comrae applications de la forraule de Maclaurin. 

Lorsque le terme complöraentaire tend vers zäro quand n tend 
vers rinfini, on peut prolonger la forraule indöfiniraent; le dernier 
terrae disparaissant ä la liraite, on obtient alors Texpression de f{a + h) 
en Serie convergenle. La question du dövelopperaent des fonctions en 
s^rie illirait^e de Taylor est d'une extrerae iraporlance, raais nous ne 
poss^dons pas encore les ressources analytiques necessaires pour la 
traiter coraraodönient. Nous y reviendrons plus tard, quand nous 
aurons exposö la thöorie des s^ries. 

86. Autres formes du demier terme. — Od peut donner au dernier 
terme une forme plus generale que celle du theoreme 1 (n® 83) et qui est 
utile dans certains cas. Supposons toujours f(ocj ayant des derivecs jusqu'a 
Tordre n dans Tintervalle de aka-{- hei soit, pour abreger, a -\- h =-- b, 
Posons 

? (*•) = A-'O + -"^ r (.'•) + . .. + -*^'-^f r""' (•'■)• 

Cette fonction verifiera les memes conditions que f(ic) et l'on aura 

y(J) = /•(&) = /• (a-fÄ) 

'H«) - r{a) + \f'{ä) + ... + _*£:'- /•:«-») (a) 

Seit maintenant p un nombre positif quelconque ; considerons la fonc- 
tion 

?(*) — ? (^) — \jEra) [j '^^^ "" ^ (^v 
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Elle a'annule pour x ^ a et pour x ^h, Donc sa derivee s'annule 
pour une valeur intermediaire S = a + öä (0 < 6 < 1), ce qui donne 



-^'(?) + ^-:?^G^7[tW-?(«) 



= 0. 



On en tire 



RemplaQons o(6) par f(a + ä) et ? par a + Oä, il vient 

/• (fl + Ä) = «? («) + -^- lyjy /•'"' (« + OÄ) . 

Comme od le voit plus haut, le premier terme du second membre, 
<p(a), est la somme des n premiers termes de la formule de Taylor; 
donc le second terme 

(n — l)!p 

est une nouvelle expression du dernier terrae. Elle est plus generale que 
Celle obtenue prec^demment et eile la renferme comme particulier en 
faisant p =: n. 

Cette nouvelle expression est due ä Schlömilch. Si Ton j faitp = 1^ 
eile prend la forme particuliere, due ä Caicchy, 

qui est utile dans certaines recherches. 

87. Expressions diverses de la formule de Taylor. — i<> On peut 
remplacer dans la formule (1) la variable h par x^a ; röquation 
devient ainsi 



(2) 






Cette formule suppose que, dans Tintervalle de a ä o;, la fonction 
ait toutes ses därivöes döterminöes jusqu'ä Tordre n. 

2® On peut aussi remplacer a par x dans la formule (1), puis faire 
passer f(x) dans le premier membre. On trouve 

r(x+h)--f(x)=\r(x)+^^.+j^^^^ 

Supposons qu'on prenne dx = k ; les termes successifs du second 
membre ne difffereront que par les factorielles des diflförentielles 



(3) Ä/-(x)- ^ ^ + -2,- - +•■• + (ir-4)!- + 
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successives de f(x), Quant au premier membre, c'est l'accroissement 
\f {x) qui correspond ä Taccroissement arbitraire dx de la variable x. 
La formule pröc^dente peut donc s'öcrire comrae il suit : 

. n! ..x + ^dx, 

Seulement, dans la dörivöe n^^^** qui figure au dernier terme, on doit 
remplacer, ainsi que la notation Tindique, la variable x par x 4- ^dx. 
La formule (3) donne Texpression la plus condensöe de la formule de 
Taylor, et comme on le verra (n** 132), la plus generale. 

88. Formule de Maclauiin. — Cest un cas particulier de Celle de 
Taylor. On pose a = dans la formule (2) ; il vient 

A^)==AO)+friO)+|rr(0)+.-. 

V ' i /rW-1 T^t 

\^ ♦ (n— 1)!^ ^"^^w! ' ^ ^ 

Gelte formule suppose les d^rivees döterminöes jusqu'ä Tordre n 
dans rintervalle de ä x. Le nombre 8 est toujours compris entre 
etl. 

Lorsque les d^rivöes Aef{x) sont döterminees jusqu'ä un ordre 
quelconque, il arrive souvent que le dernier terme, qui est seul 
inconnu, peut 6tre rendu aussi petit qu'on veut en donnant ä n une 
valeur assez grande. Dans ce cas, la formule de Maclaurin fournit un 
procede d'evaluation commode de la fonction f{x). Nous allons en 
montrer des exemples : 

88. Application de la formale de Madanrin a quelques fonctions 
fldmplee. — L Exponentielle e^. Faisons f(x) = e^ dans la formule de 
Maclaurin, les dörivöes rcproduisant la fonction, on a 

m - r(0) -- -r-^HO) - 1, r'%r) ^ e^- 

et la formule (4) donne 



/i-i fti 



e^=.\ u:* 4-."'-+ ... 1--- I-'— e»^ fO<9<n 

Pour X = 1, on en döduit la formule propre au calcul du nombre e, 

«=i + r+2T^--+-(„— i)T+7n- 

3 
Le demier terme est seul inconnu, mais il est < — ,- , puisque e est 

< 3 ; on peut donc rendre ce terme aussi petit que l'on veut, a con- 
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dition de prendre w assez grand. Donc la formule permet de caiculer 
le nombre e au degr^ d*approximation qua l'on däsire. 

Remarque. — On tire de la formule pröc^dente, en multipliant ses 
deux merabres par (w — 1) !, 



(n — 1) ! g= nombre entier + 



e^ 



n 

Cette relation prouve que le nombre e est irratminel, En effet, si e 
ötait rationnel, il serait le quotientp : q de deux entiers et le premier 
membre de la relation serait entier pour n > g, tandis que le second 
est fractionnaire si n est > 3 (dotic a fortiori > e^).' 

II. Exponentielle A^. On trouve, en changeant x en a:LogA dans la 
formule precödente, 

^ ^ "^ ' 1 + + (n-1)! ^^ n! ^ 

III. Fonction sin o:. Si Ton fait f{x) -= sin^, on a (n^ 76) 

Pour A- = 0, les valeurs de f{x) et de ses dörivees successives 
forment la suite periodique ä quatre termes : 0, 1, 0, — 1 ; 0, 1, 0, 
— 1;... Donc, si Ton suppose n = 2fc + 1 dans la formule de 
Maclaurin et qu'on y substitue 

/(2Ä+i)(e;r)= sin ^x + (2fc + 1)^ = (— 1)'* cos9^, 
on trouvera 

X X^ X^ X^^'^ X^^'^^ 

IV. Fonction cos x. Si Ton fait f(x) = cos ^ ; on a (n° 76) 

/■(»O(,r) = cos(.r + n^). 

Pour X *= 0, les valeurs de f{x) et de ses derivees successives 
forment la suite pöriodique ä quatre termes : 4^ 0, — 1, 0, etc. 
Prenons donc n -- ik dans la formule de Maclaurin, et faisons la 
Substitution 

fik (e;r) = cosroa^ + 2fe^J = (— 1)* c'JS 0.r, 
il viendra 
cos . = 1 - |T+ir--H-i)-p:^ + (- D" -pjy cos fl. 
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V. Fonction Log (1 l j). Prenant /(x) = Log (1 + x), on a (n" 76) 

Donc 
Log (1 4- .) -■=.- ^+ |-_...+(-l)n.A_+(_l)«^(_^) 

Cette formule suppose loulefois ^t* > — 1, sinon les d^rivöes cesse- 
raient d'etre determinees dans Tintervalle {x, 0) et la formule ne 
serait plus applicable. Si x est posilif et compris entre et 1, le 

dernier terrae est < - et peut 6tre rendu aussi petit qu'on veut en 

prenant n assez grand, Donc, dans ce cas, le döveloppement peut ser- 
vir ä calculer la fonction. 

VI. Fonction (1 + x)^. Formule du binöme. On a, dans ce cas, 

p'\x) - m (m — 1)... im — n -\- 1) (1 -\x) ^-» ; 

il vient donc 

(1 -h a-)"' -^ 1 + mx -1 — ^—^^ — -x^ 

m{m — 1) (m — 2) m(m-l)-(m-n +2) ^„., 

+ TO -^ * ' r2...(tt-'l)" ~* 

1 •2"«fl 

Si m est entier et positif et si Ton suppose n = m + 1, le dernier 
terrae disparatt, car le facteur (m — n + 1) s'annule, On retrouve 
ainsi la forraule du binörae de Newton. Si m est fractionnaire ou 
n^gatif, le d^veloppement peut etre poursuivi aussi loin qu'on veut, 
pourvu que x soit > — 1 . Cette condition est nöcessaire pour que la 
d^rivee /^"' {x) soit döterminöe dans Tintervalle (0,a;) quand n est > m, 
de Sorte que, si eile n*ätait pas remplie, la formule ne serait plus 
legitime. 

90. Extension de la formule de Taylor aux fonctions rationnelles d*nne 
variable complexe. — Considörons une fonction rationnelle 

P et Q designant deux polynömes sans racines coramunes. La diffö- 
rence 



m-) - 



A'fl) + - j- "" r (a) + ... + l^dryT'"^"" ^^^' 
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est une fonction rationnelle de z ; eile s'annule ainsi que ses (n — \) 
premi^res dörivöes pour z = a\ donc eile admet % = a comme racine 
de degrö n et eile peut se raettre sous la forme 

(:5--a)«M, 

M dösignant une fraction rationnelle qui conserve une valeur finie 
quand z lend vers a (n° 78). II vient ainsi 

et la formule de Taylor se trouve etendue sous cette forme au cas oü 
la variable est complexe. 

Remarques. — 1<>) Dans la formule (6), le d^nominateur de la frac- 
tion M est le mßme que celui de f{z), car, si Ton multiplie toute 
röquation par Q (z), le dönominateur disparatt dans le premier membre, 
et par consöquent, il doit disparaftre aussi dans le second. 

2<>) Si f(z) ou, plus g^nöralement, si f{z) : (z — «)'* est une fraction 
proprement dite, M est aussi une fraction proprement dite. En effet. 

« 

divisons tous les termes de la formule (6) par (z — a)'*; M sera ögal 
ä une somme de termes qui ont tous pour limite zöro et aura lui-meme 
pour limite z6ro pour ^ = oo , ce qui ne peut avoir lieu que si M est 
. une fraction proprement dite. 

3°) Le d^veloppement de f{z) suivant les puissances de {z — a) ne 
peut se faire que par la formule (6), car la dömonstration faite au n® 84 
s'applique aussi bien au cas actuel. 

9 1 . Emploi de la methode des coefficients indetermines. — Dans bien 
des cas, on se propose seulement de connaitre la loi de formation des 
termes successifs de la formule de Taylor et Ton ne s'inquieto pas de 
Texpression du dernier terme. Le theoreme du n° 84 qui etablit l'unito du 
developpement permet alors de se servir avec avantage de la methode 
des coefficients indetermines. En voici des exemples : 

L Inverse dune fonction, — Supposons connu le developpement de 
f[x -\- h) par la formale de Taylor et proposons-nous d'obtenir celui de 
1 : f{x -\- h). On doit evidemment supposer f[x) diiferent de zcro, sinon 
1 : f{x) etant infini, le second developpement serait impossible. 

Soity par exemple, 

]f{x f Ä) = öo + «lÄ i a^h' I ... f an-i Ä»-i f mh^ 
et posons 
1 



nx + h) 



= Ao 4- A i /i 1- Ag/r -f . . . -t- A„.i h''-' + MÄ« . 
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U s'agit de detenniner les coefiicients A, connaissant les a. Pour cela, 
faisous passer MA^ au premier membre de la seconde 6quation et multi« 
plions membre ä membre avec la premiöre. II viendra 

1 — }Af[x + h) Ä» = flo Ao + (öo Ai + öl Ao) h + ... 

+ («0 A„.i + öl An.2 + ...) h^'i +- |x Ä'* , 

oü !JL est lin^aire par rapport a m et conserve, en mSme temps que m^ 
une valeur finie, pour ä = 0. 

Egalons les coefficients des memes puissances de h jnsqu*ä la (n — l)»«»« 
dans les deux membres de cette equation ; nous forroerons le Systeme de 
formules recurrenies : 

öo Ao = 1, 

Oo A^ + flj Ao = 0, 

«o A« 4" öl Ai + «2 Ao = 0, 



qui determinont de proche en proche Ao> Ai, Ag,... puisqueao = f(cc) 
est suppose difierent de z'ero. Enfin, ces coefficients sont bien ceux de 
Taylor, car en les substituant dans T^quation precedente eile se reduit a 

'^Mf{x \ h)h*^-lih\ d'oü M^^--^jrr^^y 

donc M conscrve en meme temps que [l une valeur finie quand h tend 
vers z6ro. 

II. Function de fonction. — Soit u = f{x) et F (u) une fonction com- 
posee de oc ; supposons connus les developpements : 

F(m+ ä) — F(w) -:- AiÄ + A^Ä« -}- ... -I- An-iÄ""* + MÄ» 
f (j- + Ä) — /• (.r) --- a i A t «2 AM- ... + an-i A'*"* + ?w ä" 

et proposons-nous d'en deduire celui de F (u -f-. k) suivant les puissances 
de A dans Thypothese oü k = f (oo -\- h) — f(^)' Pour cela, on rem- 
place, dans le premier d^veloppement, k par sa valeur tiree du second 
et Ton trouve 

F [/-(./• + A)| - F \r{^')] -- k,[a,h + a.A* + ...) 

-j- Ag («lA f- «2 A2 -|- ...)2 

-I- 

II suffit d'ordonner par rapport aux puissances de A jusqu'ä la [n — l)»«me 
pour obtenir le r6sultat demande. Le dernier terme est un polynöme en 
M et m qui ne presente aucun interet particulier. 

92. Betermination des derivees n***°*'. — Le developpementde/*(a7 + A) 
suivant les puissances de A et le calcul de /*('^) [x) sont deux problemes 
Äquivalents. En effet, cette derivee s'obtient comme coefScient de A'^ : n! 
dans ce developpement. Donc les methodes que nous venons d'indiquer 
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peuvent aussi servir au calcul de la derivee n^»*"« d'une fonction. Nous 
allons en donner un exemple important. 

Derivee n""* cTune fonction cle fonction. — Elle resulte de la formale 
qui tennine le numero precedent. Le coefficient de ä'* dans le second 
membre peut se mettre sous la forme 

en designant par ^^ le coefficient de h^^ dans l'cxpression 

(«1 h + cizh' + ...)Ä. 
La quantit^ ?a se calculera donc par la formule suivante : 

dans laquelle la sommation s'etend ä toutes les decompositions de k en 
une somme d'entiers positifs * 

satisfaisant, en memc temps, a la condition 

La derivee D^ F{u) s'obtiendra en mulUpliant par n ! le coefficient que 
nous venons de calculer. On trouve ainsi, apres avoir remplace les 
quantit^s A et a par leurs expressions sous forme de derivees, 



n 



DjF(w)= S F^^{u)P^ 



A=l 



Donc Pä est un polynome en Dw, D*w,... de degre k et de poids n, 
c*est-a-dire que la somme des indices de derivation est n dans chaque 
terme. On n'obtient ce polynome sous forme explicite que dans des cas 
particuliers (voir les exercices qui suivent). 

EXERCIGES. 

1. Montrer que les expressions du dernier terme de la formule de 
Maclaurin qui correspondent aux formes de Schlömilch et de Cauchy 
pour la formule de Taylor (n^ %^) sont respectivement : 

(n — 1) ! p ^ ^' (n — l)! ^ 

2. Montrer que, si Ton choisit la forme de Cauchy, les derniers termes 
des developpements de 

(1 + a;) Log (1 -t- o?) (1 + o?)'« 
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suivant les puissances de ä? sont respectivement : 

1.2... (w — 1) ^ ^ ^ VI +h'J 

3. Montrer que ces deux expressions ont pour limite poifr w = oo 
pourvu que x soit > — 1 et < 1, tandis que cette demoiistration n'est 
pas possible sur les formes obtenues au n^ 89. 

4. Developper par la formulo de Maclaurin les fonetions : 

arc tg 07, arc sin x, e^ cos hon, 
R. On se sert des derivees n»<^'"^ obtenues dans le chapitre I, § 3. 

5. Derivee n'««»» de f[^ ) — Soient e^ — m et 
il faut chercher le coefficient de h?^\n\ dans 



1 



1.2 



Comme h renferme h en facteur, //" ne se trouvera que dans les n 
Premiers termes. Le coefficient de A^ : n ! dans 

l^m ^ ^wx(ßÄ«_ 1)./? =, emx (Qmh __^y^^,m-i^hj^ m (m— 1) ^^^_^^^ \ 

\ ' 1 .^ J 

s*obtient en developpant separement ces exponentielles. II sera de la 
forme A,«^*"^, oü A„i est un coefficient numerique : 

in(m — 1) 



A„, --m«— m(m — 1)" | 



1.2 



(m — 2)'« — ... 



Doac le coefficient de ä" : w ! dans f[u-\-K\ — f[u\ sera 
6. Derivee n^^™« de ef^^^- — ön a 

Cherchant le coefficient de ä** : n !, on trouve 



., n(,^_lH^p2)J«-3)(2^^„_,^„_,_^___ 
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a 



7. Derivee n^«»*" de e^. — On a 

nfi 



eP" 



a a ^ \ rz/» "l 



On developpe les puissances negatives par la formule du binome. 
Alors cherchant le coefficient de A^' : n!, on trouve 



iV'^ i. 1 



8. Derivee n^*°* de /'(i:**). — Soita?- = w; on aura 

Cette derivee s'obtient en remplagant dans celle de c^^* (Exercice (5) 
les puissances de a par les derivees successives de f{u] ot en y suppri- 

mant le facteur ef^ . On le Justine en observant que Ion a 

1 

Comme P^ est ind^pendant de ^ on le d^tormine en choisissant 
f[u) ^ e^", auquel cas P^ sera le coetflcient de cif^e^^^. 

9, Derivee w^*"' de /*(-). — Methode analogue. Soit - ^ z*; on ob- 
tient la dÄrivee demand6e au moyen de celle de e-^. II faut supprimer 



a 



dans celle-ci (exercice 7) le facteur e^ et remplacer les puissances suc- 
cessives de a par les derivees successives de f[u), 

10. Deduire de Texercice 5 la valeur de D" „ 

e^ — I 

11. En se servant de la theorie des exponentielles imaginaires qui sera 
exposee plus loin : 1° Deduire de l'exercice 6 les valeurs de : 

D" sin .r- , D" cos .r- ; 

2" Deduire de l'exercice 5 celles de : 

D" tg .r, D'' /"(sin ./•) , D" f (cos ./•) . 

§ 3. Vraies valeurs des expressions Indöterminöes. 

93. Deflnition. — Soit/(a;) une fonction qui devient indöterminte 
pour x* =- a ; on nomine vraie valeur de cette fonction pour :r = a la 
limite vers laquelle tend f{x) quand x tend vers a. Gelte vraie valeur 
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peul etre finie, infinie ou indetermin^e suivant que la limlte, qui lui 
sert de döflnition, est elle-meme dötermin^e, infinie ou ind^terminöe. 

Ainsi, par exemple, la fonction ^^— ^ devient indöterminde pour 

1 

j- z^ et sa vraie valeur est l'unite (n®62, IV). La fonction sin , devient 

indötermin^e pour x ^Q, mais sa vraie valeur est ind^terininee car 
sin - ne tend vers aucune liniite quand x tend vers zero. 

X 

94. Forme ^ — Celle-ci se rencontre quand les deux termes d'une 

fix) 
fraclion '—-{ s'annulent simultanöment pour x = a, de teile sorte que 

Ton ait 

f{a) ==0, F (fl) ^- 0. 

Supposons que/'(a:) et Y (x) aient des därivöes bien determinöes 
dans le voisinage de la valeur x = a, on aura le thöorfeme suivant : 

f (x) 
Si le rapport-p^ ! des dirivies des deux termes de la fraction tend 

vers une limite däerminie ou vers l'iyifini quand x tend vers a, sans 
que F' (x) passe par la valeur 0, cette limite ou Finfini sera la vraie 
valeur de la fraction proposie. 
Le thöorfeme du n° 79 s'applique en effet, et Ton a 

f[a + h] _ r[a f8A) 
"F (ä \h) F'(rt-l-e/0 

Si Fon fait tendre A vers zero dans cette ^quation, la quantitö 8ä, 
qui est la meme aux deux termes du second membre, lendra aussi 
vers z6ro, d'oü rdsulte la dömonstration du thöoröme. 

On en conclut la r^gle suivante : 

Kegle de THospital. — Pour obtenir la vraie valeur dhme fraction de 

la forme jr pour x = a, on lux substitue une nouvelle fraction dont les 

deux teinnes sont les derivies des tei^mes de la preiniere et Fon cherche 
la valeur de cette fraction pour x -^ a. Si cette nouvelle fraction est 
denouveau inditerminie^ sa vraie valeur sera aussi celle de lapremiere, 
Pour Fobtenir on appliquera derechefla meme r^gle et ainsi de siiite. 

Toutefois, eu egard aux conditions du iheoreme precedent, cette 
rfegle n*est dömontröe que moyennant les deux restrictions suivantes : 
1® Elle conduit ä un rösultat bien determinö ; 2*» les ddrivdes F' (x), 
F" (x),... prises comme d^nominateurs, ne s'annulent qu'un nombre 
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limite de fois quand x tend vers a (auquel cas, on peut supposer x 
sufiisamment voisin de a pour qu'elles ne s'annulent plus). 

» 

Remarque, — La rfegle de THospilal resle applicable mfime au cas 
oü a = oo , pourvu que f (x) et F' (x) existent pour toutes les valeurs 
de X et que F' (:r) n'ait qu'un nombre limite de racines pour x ind^fi- 
niment croissant. En effet, on a 

.. fix) ,. ' U-y 

Nous sommes ainsi rainen^s au cas oii a est fini ; on peut appliquer 
la r6gle de l'Hospital, qui donne 

'"" T'i A ^ '"" — r ' ViS^ '"" F" (^ 

\xj X^ \X. 

et c'est ce qu'il fallait ^tablir. 



95. Forme -^. — La regle de V Hospital s^appliqtie atissi ä la 



QO 



däerinination de la vraie valeur d€s fractions, dont les deux termes 
croissent ind^ßnim^nt en valeur absolue, pour une valeur particulüre 
de X. 

Cette r^gle reste soumise aux meines restriclions que pr^cödem- 
ment. Doncon admettra, pour Fötablir, que les döriv^es r{x) et F(x) 
sont ddterminöes et que F'(:r) est differente de zero pour les valeurs 
de X suffisamment rapprocliöes de a. Soient ^r© eix deux valeurs suffi- 
samment rapprochöes de a pour realiser cette condition, mais toutes 
deux > a ou toutes deux < a ; on aura, par la formule de Cauchy, 
l 6tant intermödiaire entre x et Xq, 

. F{x)-V(x,)~ F'(E7 

Par cette formule, f(x) : V(x) se decompose en un produit de trois 
facteurs 

m i'M-i'M ""v{x) F'"(5) 

Si f'(x) : V (x) a une limite determinöe A pour a; -^ a, on peut 
d'abord rendre le troisifeme facteur aussi voisin que Ton veut de A, ä 
condilion de supposer | x — a | et | j'o — a | et par suite | 5 — a | 
suffisamment petits^ par exemple < o. Ensuite, x^ restant fixe, on 
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peut, Sans cesscr de salisfaire ä cette condition, rendre les deux 
autres facteurs aussi voisins que Ton veut de Tunitä, ä condition de 
prendre x suffisamment voisin de a, car f(x) et ¥{x) augmentent 
ind^flniment quand x tend vers a, tandis que f[xo) et V(Xo) restent 
fixes. Donc f(x) : F{x) diflPfere aussi peu que Ton veut de A quand x 
tend vers a et a, par cons^quent, pour limite A. 

On voit de mßme que si /"' (o*) : F'(x) augmentait indöfiniment 
quand x tend vers a, f{x) : V(x) serait dans le möme cas. 

Rtinarque. — I/application de la rfegle de THospital dans le cas 
preccdent pcut parailre illusoire, car, si une fonclion f[x) devient 
infinie pour une vaieur finie a de x, on sait que sa derivöc ne peut 
pas conserver une vaieur finie quand x tend vers a (n« 72). Cepen- 
dant cette rfegle est souvent utile, parce que le rapport des d^rivees 
peut se prßler ä des transformations qui mettent sa vraie vaieur 
en ävidence, tandis que la chose eüt dtö moins simple pour le 
rapport des fonctions primitives. 

96. Autres formes d'indetermination. — Les autres formes d*ind(i- 
termination les plus importantes sont : 

OO 00, 0. 00 et 0^ 00°, 1*. 

La premifere se präsente lorsque les deux termes de la difKrencc 
f(x)—Y{x) augmentent indöfiniment pour x= a\\^ seconde, lorsque 
des deux facteurs du produit f[x),Y[x) Tun tend vers zöro et Tautre 
vers Tinfini. Ces deux formes se ramfenent immädiatement ä la forme 

-Ä" ou ^, par de simples transformations algäbriques, en öcrivant 
ces expressions sous forme de fraction. Dans le premier cas, on 
pourra toujours poser, par exemple, 



m-m={\-\)i^} 



Quant aux trois derniferes formes d'indetermination, on chercliera 
la vraie vaieur de leur logarithme qui sera de l'une des formes däjä 
examintJes. On sera donc conduit, dans tous les cas, ä appliquer la 
rfegle de THospital. 

97. TItilisation de la formnle de Taylor. — Dans la plupart des cas 
oü rindelerminalion nc disparait qu'aprfes un usage röpäte de la rfegle 
de FHospilal, une applicalion judicieuse de la formule de Taylor 

H 
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conduira beaucoup plus rapidement au r^sultat que lä rfegle en ques- 
tion. 

Si la fonction y (a + h) qui devient indötermin^e pour A == est 
compos^e au moyen de fonctions döveloppables par la formule de 
Taylor, en substiluant ä ces fonctions ou ä quelques-unes d'entre 
elles leur d^veloppement suivant les puissances de h et en poussant 
ce döveloppement suffisamment loin, il pourra sc faire, en supprimant 
les puissances de h qui se dätruisent, que Tindätermination dispa- 
raisse et l'on obliendra la vraie valeur cherch^e. 

Pour fixer les idöes, supposons qu'une fraction |^ ait la forme^. 

Si f{a + A) et F (a + A) sont d^veloppables par la formule de Taylor, 
et si Ton peut pousser ces döveloppements suflHsammenl loin pour 
que tous leurs coefficients ne s'annulent pas, en les substituant dans 

la fraction p 't^L il y aura une puissance de A en facteur dans 

les deux termes, et en supprimant le facteur commun, Tindötermina- 
tion pour A = aura disparu. 
En voici un exemple. Soit ä trouver 

,. X — sin^ 
hm 5 — 

Si Ton remplace au numörateur sinar par To: — ^+^ -| — J et 
si Ton divise par x', on trouve 

,. X — sino; 
hm - 



rr=aO 



-sino; ,. / 1 ^^ , \ 1 



EXERCICES 

1 . Expressions de la forme tt- On a, x tendant vers zero, 

lim : — = 1 

X — sma? 

jj„^ Log(l+x + x^) + Log (1—X + x^- ) _ 

lim ^-^^ = -4 

.. a7sin(sina?) — sin^ ^r 1 
1'» ^-^e = 6 

2. Expressions do la forme oo — oo . On a, pour lim a? = 0, 
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lim 



lim 



lim 



1 coioci\ _ 1 

.^ äTy 3 

1 _ Log(l+^) 

TTiP 1 



2 



2a^ 



+ 



TT' 



.r(e^"^-l) 



6 



3. Autres formes d'ind^termination. 



0. oo 

1.00 



00' 



00 



1w **' '"^" Co 

im o: Log — j — 

a^=oo X -\- a 

lim ;r^ -r 1 

lim {\^x)^^ = - 

TT ^ 

4 

lim(l + x)^'= 1 

3"= 00 

lim (cos ao?)«''"«*^-^ 



= — 2a 



a* 



= e 



2!>« 



§ 4. Maxima et minima des fonctions 
d^une seule variable. 

98. Beflnitions. — On dit qu'une fonction f{x) est maximum ou 
rainimum pour une valeur a de la variable x, lorsque la difförence 
f(a-{- h) — f[a) garde le mßme signe, pour toutes les valeurs de h 
införieures en valeur absolue ä un norabre positif e suffisarament 
petit. Le maximum correspond au cas oü cette difTi^rence est negative, 
et alors f{a) est > /*(x), pourvu que x soit suflßsamraent voisin de a ; 
le minimum correspond au cas oü celte diflKrence est positive, et alors 
f{a) est < f(x), pourvu que x soit'Suffisamment voisin de a. 

Gäom^triquement, si Ton construit la 
courbe y = f(x), les maxima et minima 
correspondront aux points tels que M et 
M' de la courbe (fig. 2), oü Tordonn^e 
MP est plus grande et Tordonnee M'Q 
plus petite que les ordonnäes suifisam- 
ment voisines. 

II est tr^s important de remarquer que, 
suivant ces d^flnitions, un maximum ou un minimum de la fonction 
n'est pas necessairement la plus grande ou la plus petite vsrteur de 
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Fig. 2. 
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celte fonction dans lout Tintervalle oü Ton considfere la variable x, 
mais seulement une plus grande ou une plus petite valeur dans un 
Intervalle suffisamment petit, quel que r^duit qu*il faille le supposer. 
Rien n*empeche done qu'une fonction aitplusieursmaximaou plusieurs 
minima dans un intervalle donnc^. 

99. Theoreme. — Les seuls points oü f(x) puisse etre maximum ou 
mitiimum sont ceux oü sa dirivie s'annule ou cesse (Texister. 

Cest une consöquence du corollaire du thöorfeme du n** 66. Si f(x) 
existe et n'est pas nul, ^f{x)=f{x + h)—f(x), ayant le signe 
de hf (.r), changera de signe avec h et, par cons^quent, il ne pourra 
y avoir ni maximum ni minimum. 

On remarquera que les points oü f{x) s'annule sont ceux oü la tan- 
gente ä la courbe y = f{x) est parallfele ä Taxe des x, comme on l'a 
reprösente dans la figure (2). 

100. Supposons maintenant que les därivöes des deux premiers 
ordres de f{x) existent et soient continues. Les seules valeurs de x 
qui pourront rendre f{x) maximum ou minimum seront les racines de 
r^quation f (x) --^ 0. Soit a une de ces racines; la formulc de Taylor 
donnera, en prenant n = 2 (n® 83), 

f[a + h)-f{a) = ^^r(a + U). 

Si t" (a) n'est pas nul, f'^ (a + 9A) sera du signe de/*" (a) pour | h \ 
suffisamment petit. Donc, A* ötant toujours positif, la diflörcnce sera 
du signe de f" (a) et / (a) sera : 

maximum, si /*" (a) < 0, minimum, si f" (a) > 0. 

Fassons maintenant au cas g^n^ral. Supposons que les dörivdes de 
f(x) soient döterminöes et continues jusqu'ä Tordre n et que p*{x) 
soit la premifere d^riv^e qui ne s'annule pas pour x = a. La formule 
de Taylor donne, dans cette hypothfese, 

On peut supposer | h \ suffisamment petit pour que Z*^") (a + 6Aj ait 
le signe de /* "' («) quel que soit le signe de A. Si n est impair, le second 
membre changera de signe avcc A et il n'y aura ni maximum ni mini- 
mum ; si. au contraire, n est pair, le second membre aura le signe de 
/' » (a) quel que soit celui de A, il y aura maximum sl cetle derivöe est 
ntJgative et minimum si eile est positive. D'oü la rfegle suivante : 
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101. Premiere regle. — Pour trouver les inaxima et les minima 
d'une fonction cantinue f(x) dans un Intervalle oü sa dirivie reste ßnie 
et Continus, on cherche les racines de cette dirivie. Soit a Fune d'elks. 
On mbstitue cette racine dans les d&ivies successives def{x) supposies 
continues jusqu'ä ce qu*on en trouve une qui ne s'ajinule pas pour 
x = a. Si cette dSrivde est d* ordre impair, il n*y a ni maximuyn ni mini- 
mum ; si eile est d!ordre pair, ily a maximum si eile est negative, et 
minimun si eile est positive. 

li n'est pas toujours näcessaire de calculer les dtiriv^es seconde, 
troisitoe, etc.. de f(x) pour döcider s'il y a maximum ou minimura. 
D'autre part, la rfegle pröcedente ne s'applique pas aux poinls oii la 
därivee cesse d'exister. Voici une autre rfegle, dont Temploi s'impose 
pour la discussion des cas oü la döriväe est discontinue pour x = a. 

102. Beuxieme regle. — Soit f(x) une fonction ayant une dMvee 
ditei^nie f[x) dans le voisinage du point a (le point a lui-meme pou- 
vant faire exception). Supposons que f (x) ait, dans le voisinage du 
point fl, un signe uniquepour x < a, et un signe unique pour x > a. 
Faisons passer x par la valeur a en croissant ; il y aura : i° minimum 
au point a si f\x) passe du nigatif au positif; 2^ maxijnum si f[x) 
passe du positif au nigatif; 3^ ni maximum ni minimum sif'{x) ne 
change pas de signe. 

En effel, posons x = a + hei considörons la relaüon 

f{a + h)-f(a) = hr{a + ^h) 

oü h recoit successivement des valeurs de signes contraires : 1® Si 
r {a + 6Ä) a toujours le signe de h, f(a + h) — f(a) sera toujours > 0; 
2° si f'{a + 6A) et h ont toujours des signes contraires, /"(a + ä) — f(a) 
sera toujours < ; 3® si /*' (a + 9A) ne change pas de signe avec A, 
f[a + h) —f(a) Changera de signe a\ec A. Donc, d'aprfes la d^finilion 
d*un maximum ou d'un minimum, la rögle est ^tablie dans les trois 
cas. 

La rfegle peut encore se justifler non moins simplement en remar- 
quant que, dans le premier cas, f (x) diminue jusqu'ä ce que x ait atteint 
la valeur a pour augmenter ensuite ; que, dans le second, la fonction 
augmente, tant que x est < a, pour döcroitre ensuite ; enfin, que, 
dans le troisifeme, la fonction continue ä croltre ou bicn conlinue h 
döcroitre apr^s que x a passö par la valeur a. 

Remarques. — i^ En principe, la premifere rfegle est plus simple 
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que In seconde, car eile n'exige que le calcul de valcurs parliculiferes 
de certaines fonctions, tandis que la seconde demande Tätude de la 
nianifere dont varie une fonction. Ccpendant, en pratique, on rencon- 
tre le plus souvent des fonctions bien connues dont le mode de Varia- 
tion est familier. Aussi, dans bien des cas oü la premifere rfegle est 
applicable, la seconde est encorc plus exp^ditive. 

2« Enfin, il arrive aussi que le problfeme quo Ton veut rösoudre 
comporte n^cessairement une Solution, soit un maxinaum, soit un 
minimum. Dans ce cas, si Ton ne trouve qu'une seule valeur de x 
qui annule ou rende discontinue la dörivöe premifere, il sera inutile 
d*aller plus loin, cette valeur fournira la röponse ä la question. 

103. Maxima et minima correspondant anx points de disoontinuite de 
la derivee. — Si /*' {x) devient discontinue pour x = a, la seconde 
rögle indique qu*il peut y avoir maximum ou minimum de la fonction. 
Cela peut se präsenter surtout de deux mani^res diflfärentes : 
1°) La dörivee f [x) change de signe en passant par Tinfini quand x 
passe par la valeur a. Supposons, par exemple, que /*' {x) passe du 
positif au nögatif ; la courbe y = f[x) affecte, dans le voisinage de 

X = fl, Tallure de la courbe AB dans le 
voisinage du point M (flg. 3). Le point H 
s*appelle un point de rebroussement et Ton 
voit sur la flgure que Tordonnöe MP est 
un maximum. 2^) La d^rivöe saute brus- 
quemcint d'une valeur ä une autre valeur 
de signe contraire. Supposons que ce soit 
^*^' ^' d'une valeur negative ä une valeur positive; 

la courbe y = f(x) affecte alors, dans le voisinage de x = a, Tallure de 
la courbe AB au point M' (flg. 3). Kn ce point la langente passe brus- 
quement d*une inclinaison ä une autre, de sorte qu'en röalitö deux 
courbes viennent se reunir en M' sous une inclinaison diflförente. Le 
point M' est ce qu'on appelle un point saillant et Ton reconnatt 
sur la figure que Tordonnöe M'Q est effectiveraent minimum. 

EXERCICES. 

1 . Maxima et minima (Tun polt/nöme, Soit le polynöme 

f(x) = Ao x*^^ + Ai 0?*^-* +... 
On trouve ses maxima ei ses minima en 6tudiant les changements de 
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signes de sa derivee (regle II). Soient a^, ^g,... les racines reelles de 
degr^ impair de /" (co) rang^es par ordre de grandeur däcroissante, On 

aura 

Xi X« 

f^{x) = m Ao«?^^"* +••• = Ao (cG — üj) (o? — «2) •••?(^)» 

les lettres X d^signeroDt des entiers impairs et <f(x) sera nul ou positif. 
SupposoDS Ao > ; poura? = + 00, /*' (o?) est 6gal a + oo, ensuite /*' {x) 
change de signe cbaque fois que x passe en d^croissant par une des 
valeurs a^, a^,... Donc f(a^) est un minimum, f{a^) ud maximum, et 
ainsi de suite alternati dement. Si Ao etait negatif, l'ordre serait inverse. 

2. Maxima et minima d'une flraction rationnelle. Soit f(x) = P ; Q. 
II faut etudier les changements de sigues de la d6riv6e (F'Q — PQ') : Q' 
ou, ce qui revient au m^me, ceux du polynöme P'Q — PQ'. On opere 
donc comme dans l'exercice (1). Les racines d'ordre impair de ce polj- 
nome rangees par ordre de grandeur decroissante donneront alternati- 
yement : 1^ des minima et des maxima si ce poljnome a son premier 
terme affecte d'un coefficient positif ; 29 des maxima et des minima »i ce 
coefficient est negatif. II peut arriver qu'une racine de degre impair de 
P'Q — PQ' soit en m^me temps racine de Q. Dans ce cas, c'est une racine 
de degr^ pair de Q et eile rcnd f{x) infinie positive ou infinie negative, 
mais 11 n'j a pas d'inconvenient ä consid6rer, par extension, une valeur 
semblable comme un maximum ou comme un minimum de la fonction. 

Remarque, On verra, dans le calcul intögral, qu'on peut former un 
poljnöme ayant pour derivee P'Q — PQ'. II existe donc toujours un 
poljnöme ajant les mSmes maxima et les memes minima qu'une fonction 
rationnelle donnöe. 

3. Maximum et minimum de oc^ — 2x'^ -f* ^ • 

4 
R. La deriv6e a deux racines simples : -^(minimum) et (maximum). 

4. Maximum et minimum de — r—^ =-. 

x^ -\- X — I 

R. L'expression P'Q — PQ' a deux racines simples : 2 (minimum) et 
(maximum). 

ß 

5. Maximum de {a -{- x) [a — xy , « et ß > 0. 

R. a? = Ä ^' 

6. Maximum de ^^^ (R. a? = ^) ; de x^e-^ (r. x=^ -J\ 

7. Maxima et minima de 6^ sin x. 

R. 0? = 2Ä7r — - (minima), x = {2k + 1) ^t — - (maxima). 

8. Montrer que la fonction (4 cos x -\- cos 2x) est maximum ou mini- 
mum en meme temps que cos x. 
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R. On a /^ (a?) = — 4 sin a? (1 + cos x), Les changements de sigDes 
de f (x) sont les memcs que ceux de — sin a? = D cos x. 

9. Avec irois cotes egaux former un trapeze d'aire maximum. 

R. Soit ^ Tangle a la base du trapeze. II faut rendre maximum la fonc- 

CD Q> 

tion sin © (1 4- cos <p) ^ 4 sin -^cos^-, d'oü <p = 60®. Le trapeze est forme 
par trois cotes et la diagonale d'un hexagone inscrit. 

10. Trouver sur une droite donnee OX un point P tel quo la somme de 
ses distances ix deux points donnes A et B soit un minimum. 

R . Les deux droites AP et BP doivent ctre egalement inclinees sur OX. 

11. Etant donne un cone droit, on demanJe de le couper parallelement 
a la generatrice par un plan tel, que le segment parabolique resultant 
soit le plus grand possible. 

R. Soient a le rayon de la base du cöue, x la portion de ce rajon entre 

la generatrice et le plan secant. On trouve x = —• 

12. Dans.un levier du second genre^ pesant et homogene, quel doit 
Stre le bras de levier x de la puissance Q, pour que cellc-ci soit un mini- 
mum, le moment M de la resistance etant donne ? 

R. Soit g le poids de Tunit^ de longueur du levier. On trouve gx^ = 
2 M, Q = V^'M^ 

§ 5. Döcomposition d*une fraction rationnelle 

en fractions simples. 

104. Objet de cette decomposition. — On appelle fractioji smple une 
fraction dont le numerateur est une constante et le denominatour une 
simple puissance d'un binöme, teile que (s — a)" . Nous allons mon- 
Irer, en nous servantdu developpemenld'une fraclion rationnelle par 
la formule de Taylor, que loute fraction rationnelle peut se d^com- 
poser en un polyuome entier et une somme de fracUons simples. Nous 
verrons plus lard, dans le caicul inlögral, loute rimporlance de cette 
decomposition. 

105. Formule de decomposition. — Soit ä d^composer la fraction 

rationnelle 

M. 
V(z) 

Si cette expression n'elait pas une fraction proprement dite, en 
efl'ectuant la division, on la decomposerait en un polynöme entier 
et une fraction proprement dite. Nous pouvons donc admetlre a priori 
que cette Operation ait 6ii faite et que f{z) soit de degrä moindre que 

FW. 
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Soienl a, b,... l les racines reelles ou complexes de ¥(%), a, ß,... X 
leurs degres de mulliplicite respeclifs. On aura d'abord 

¥^(z) ayanl loules les m^mes racines que ¥{z) sauf la racine a. 
La fraction f(z) : ¥^(z), n'^lant plus infinie pour 2 == a, peut se döve- 
loppcr par la formule de Taylor (n*> 90) sous la forme 

(1) M==Ao + A,l2-a) + ...+Aa.,(2-a)«-^ + M,(;5-a)« 
d'oü, en divisant par (« — 0)*, 

^^ ¥(z) {z-af^(z—af-'^ ^z-a^ '' 

Le dernier lerme Mi est, comme on le sait ^n** 90), une fraction 
propremenl dite ayant pour denominateur Fi(;s). Les termes pr^c^- 
dents sont des fraclions simples. On est ainsi ramenö ä d^composer la 
fraction 

Pour cela, on recommence la meme Operation. On pose 

¥,(z)-^{z-bf¥^{z), 

de Sorte que ¥^(z) admet les mt^mes racines que F(;s) sauf les deux 
racines a et b. En döveloppant /i : Fg suivant les puissances de {z — b) 
et en divisant par {z — b)^ ,il vient 






2 



et on est amene u d^composer la fraction rationnelle M2 qui 2 pour 
d^nominateur ¥2(z). 

On continue ainsi de suite de mani^re ä äpuiser toutes les racines 
de ¥(z). Quand on arrive ä la dernifere, il n'y a plus qu'ä decom- 
poser une fraction proprement dite M de la forme 

et l'opöration s'arröte, car, aprfes avoir dövelopp^ le poIynöme «p (s) 
de degrö < X suivant les puissances de ^ — /, on trouve 

L 



(;5-0^ (z-l) 

sans nouveau terme compl^mentaire. 



•A f.— AA-« (3 — 
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Substitiions inaintenant, de proche en proche, dans l'äquation (1) 
les däveloppements de M,, Mj,... M, nous trouverons la formale de 
döcomposition de f(z) -. F(z) en fractions simples : 



+ ... 

+ -t^ + —•■V-+ ... + '"'-■ 



106. Unite du developpement. Yalears des coefflcients. — Le döve- 
loppement que nous venons d'ecrire n'est possible que d'une seule 
maniöre, car nous allons monlrer que les valeurs des coefflcients 
s'ubtiennent imm^diatenient sous forme de däriv^es. 

A cet effet, detinissons la fonction A{z) comme il suit : 

A{.) = (._«)«-f|| 

et mulliplions la formule de decomposition par (z — af. Nous oblien- 
drons un r^sultat de la forme 

A (z) = Ao + Ai (;s - a) + ... -f A„_^ (z - a)«"* + M (2 - af, 

M gardant une valeur flnie pour z = a. Donc les coefflcients sont ceuv 
de la formule de Taylor (n* 90) et Ton a 

A _A/ \ A _ A'(a; . _ A"(a) . A^^'^Uä ) 

Ao-Aia), Ai - -yy-, A,- -^-|- \-i- (aL-i)\ 



De meme, en posant 



Biz) = {z-b)^I^y 



on trouvera 



R R/M R ß'C') R B"(^) R B(P-^)(ft) 

et ainsi de suite. 

Les formules que nous venons d'^crire ramfenent le calcul des coef- 
flcients ä des determinations de dörivöes et peuvent döjä servir ä la 
dötermination pratique des coefflcients. On peut employer aussi 
d'autres mäthodes que nous allons indiquer. 
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107. Autres methodes pour oalculer les coefflcients. — P On peut 
employer la melhode des coefficients indetermines. On pose a priori la 
formulc de dccomposition dont la forme est conuue, en laissant les nume- 
rateurs indctermines. On chasse cnsuito les denominateurs en multipliant 
les deux mcmbrcs par F (z). En egalant les coeificients des memes puis- 
sances de z, on formera un Systeme d'equaiions du premier degre en 
Dombre süffisant pour detei miner les coefScients inconnus. 

2° Methode de därivations successives. Soit, par exemplo, a deter- 
mincr les coefScients A . Si Ton multiplio Uequation (1) du n® 105 par Fi (z)^ 

qui est egal kF [z) \{z — a)^, il vient 



Ao + A,(2;-fl)+... + A^_^(^-a)^-* =(^-a) M,F,(^) 



iroü Ton conclut quo Ic polynömc du premict membre admet la raciue a 
au degro «. Donc il s'annule pour z = a ainsi que ses (a — 1) premi^res 
dcrivces. En le derivant (a — 1 ) fois et en exprimant que ces conditions 
sont satisfailes^ on obtient successivement 

/•'{a)-F; la) Ao~F,(«)A^ = 
rn-Fri«) Ao-2F;(a)A,-2FJ«)A, = 

et ainsi de suite. C*est un sjstemc d'equations recurrentes qui deter* 
minent de proche en proche Ao, A|, Ag,— 

3^ II est ä remarquer qu'on peut arriver autrement au meme sjsteme 
d'equations. On remplace z par a-\-h dans le poljnome que Ton vient de 
derivor successivement, ce qui donne 



/•(^ + Ä)-F, (a + Ä) 



Ao + Ai Ä + ,-. + A^_j h 



a— 1 



puis on ordonne suiv&nt les puissances de h jusque ^ ~ . En exprimant 
alors que les coefficients de toutes ces puissances sont nuUes, on retrouve "^ 
le sjsteme d equations qui preccde. Ce sont ces derniers calculs qui 
seront ordinairement les plus rapides. 

108. Cas des racines simple?. Formule de Lagrange. — Lorsque 
toutes les racines de Y(z) sont simples, le döveloppement en fractions 
simples ne renferme qu'un seul terrae relatif ä chacune des racines 
et la formule de döcomposition se röduit ä la forme simple 

Les coefficients A, B..., se determinent alors par les formules 

A lim (^-"^/'C^^ /■(«) R- ^^*) 
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que Ton trouve par la rfegle de THospital. Dans le cas oü il n'y a que 
des racines simples, la formule de döcomposition sera donc la sui- 
vante : 

La formule de Lagrange n'est qü'une transformalion de la pröce- 
dente. On fait la Substitution 

F [z) = (« — a) (z — b) ... (2 — i) ; 
d'oü 

F' (a) = (a — fr) (a — c) ... (a — /) 

F(ft) = (fr — a)(t — 6«) ...(* — 



En multipliant la formule de decomposition par F (z), eile devient 
alors 

f(r\ - f(n) i^ — b){Z—c).-.(Z -' /) (g-fl)(g~g)-(g-Q . 

On se sert de celte formule pour conslruire la foncüon f(z) entiere 
de degrä < n qui prend n valeurs donnöes f[a), f(b),... pour n valeurs 
donnöes a,i,... / de z. C'est pourquoi cette formule s'appelle la formule 
d'interpolation de Lagrange. 

109. Methode rationnelle de decomposition. — On peut suivre une 
autre marche pour decomposer f{z):F [z) en fractions simples. Celle-ci 
est thäoriquement superieure ä la pr6c6dente, parce qu*ello a sur eile 
Tavantage de ne faire intervenir les racines du denominateur F (z) 
que quand leur introduction est necessaire et de pousser les calculs aussi 
loin que possible par des Operations purement rationnelles. Elle repose 
sur les theoremes suivants, dont le premier se d6moutre en algebre a 
Toccasion de la theorie du plus grand commun diviseur de deux poly- 
nomes ordonnes par rapport aux puissances d'une variable : 

L Si Pi et Pg soni deicas polynömes premiers entre eux^ on peut 
totgours par des Operations rationnelles d4terminer deux autres poly^ 
n&mes Pi etp^^ qui vörifient la condition 

p,P,+i)iP,==l, 
d'oü 

(1) .J_ = A . A, 

^ ^ P,P, P, ^ P, 

II. Si les deux polynömes P^ et Pg sont premiers entre eux et si le 
polynöme fest de degrö moindre que le produit PtP^, on pourra faire la 
däcomposition 

(2) -7:_=il+?«., 
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qi et q^ eiant des polynömes de degväs respectivement moindres qtie Pi et 
que Pg ei qui s*obtiennent par des calculs rationnels. 
En effet, en multipliant la relation (1) par /; il vient 

f ^fPi \ fPt ^ ^M ^» I Q 
P,P, P, "^ l\ P,"^?,"^^ 

oü qi et q^ sont respectivement les restes des divisions de fpi par Pi et 
^^ fPi P^ Ps et Q la somme des quotients entiers de cos deux divisions. 
Mais Q est identiquement nul, car il est egal dans Tequation precedente 
ä une somme algobrique de fractions proprement dites qui ont toutes pour 
limite pour ^=^00, tandis qu*un pol vnöme en z augmente ind^finiment 
pour ^ = Qo a moins d'ötre identiquement nul. 

III. Si Pj, Pj, Ps»" sont des polynömes premiers entre eux deux d 
deux et fun polynöme de degH moindre que le produit PiP2P8--, on 
pourra^ par une suite d'op^ations rationnelles, faire la däcomposition 

f 



PlPsPs" ^1 ^2 ^^8 



dans laquelle les 7iu7näraieurs sont des polynömes de degräs respective- 
ment moindres que les denominaieurs correspondants. 

En posant d'abord P^ = PjPs--, il vient par le theoreme precedent, 

f /L_^i- . ii 

P,P,Ps...- P,p;~p,"^-Pi- 

On est ainsi ramene a dccomposer q'^ : P^ et Ton continue ainsi de suite. 

IV. Soient F (z) un polynöme^ Pj, Pg, Ps,— cles polynömes sans 
racines multiples^ mais ayant respectivement pour racines : Pi les racines 
simples, Po les raciyies doubles, P3 les racines triples,"- de F [%) ; ces 
polynömes P^, Pg, F^^"' peuvent s'ohtenir au ynoyen de F par une suite 
ffopöf^ations rationnelles. 

Soient D le plus grand commun diviseur de F et de sa derivee F', Dg 
colui de F' et F'V" ^^^ diviseurs s'obticnnent par des calculs rationnels 
ei Ton a 

F = PiPjPs*-'» Dl =■■ P2p3'"> Dg = p3*«» 
On en tire 

F D 

et en divisant successivement ces relations membre a membre on obtient 

V. La ddcomposition que nous voulons faire resulte des th6oremes 
precedents. Pour decomposer f(z) : F (z) en fractions simples, on met 
d*abord, par le theoreme iV, F(^) sous la forme 

F(z) = F,Vl?l. 



(••• 
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II vient ensuite par le th^oröme II 

et cette decomposition est entierement obtenue par des calculs ration- 
nels. Mais les fractions composantes ne sont pas encore, en generai, 
des fractions simples, de soHe que la decomposition est incomplete. 

Remarques, — \^ Pratiqueraent, pour obtenir la formule precedente, 
on determinera les poljnomes P^, Pg.— comme ci-dessus (IV); puis, cela 
fait, on determinera 9,, ^gr* P^^^ la methode des coefScients indeter- 
min^s en les rempla^ant dans la formule pr6c6dente par les expressiona 
g^n^rales de polynömes de degres rcspectivement moindres que Pi, que 
P^,-.- Los coefScients inconnus de ces poljnömes seront des fouctions 
rationnelles des coefficicnts de /*et de F. 

2® La decomposition ne peut etre menee plus loin par des calculs 
rationnels que si les polynömes P^, Pg,*- sont r^ductibles, ce qui n'est 
paa le cas gen^ral. Pour achever la decomposition cn fractions simples, 
on est donc oblige de recourir aux procedes des numeros precedents et 
d*introduire les racines de P^, de Pg,* dans les calculs. 

EXERdCES. 

Demontrer les formules de decomposition proposees dans les exer- 
cices ] a 5. 



[x—\] (07 — 2) (^—3) x—\ ' 07 — 2 ' a? — 3 

2« -T"! rT==TT=- — - — vi= + *ßrme conjugu6. 

a?'^+a7+l V3 2a7 — 1 — ?V3 

3 f[^) ___ f{a) I 1 r [a] I 1 r^^-*^ (a) 

[x — aY' (a? — ö)« ^1 {x-ci^-^ ^'*'(n— 1)! x^a 



4. 



1 1 



(07- a)"^(a? — 6j'* c'* 



1 1 

— n 



.[x—a)^ cix — ay^^-^ 

, n (n+l) 1 1 

"^ 1.2 c*(a7 — a)^-«"*" "J 



, 1 r 1 . 1 



( — C)^' X^ — ^)" C (07 — ^>)«-* 

. m{m + l) 1 -] 

"^ 1.2 c* (07 — ^>)«-2 "^ •* J 

On a pose c = a — ^ et on arrete les developpements quand ils cessent 
d'dtre fractionnaires. 

U. Les coefficients des puissances negatives de (07 — a) s'obtiennent 
en effet, en developpant Texpression 
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suivant Ics puissances de (x — a), ce qui se fait par la formule du 
bindroe. 



5. ' ' 



l 

— n 



{x-^ + 1 )« (2 ?■)« Jx — 2)» 2 1 (o? — iy^-^ 

n(n±J} 1_ 1 

"^ 12 (2 2V(^ — 0""' "_ 
+ les termes conjugues. 

R C'est un cas particulicr de Tcxercice precedent. 

6. DecomposePpT .^ , .._ > 

R. La decomposition se ramene ä la pr^cedente en posant x — a = ß^. 

7. DecomposerT (;—/ =.— . 

R. Le developpement s*obtient en multipliant par f(x) la decomposition 
de l'exercice 4 , puis on decoroposant tous les termes du second membre 
par la formule de l'exercice 3. On suppose le degr6 de f (x) införieur ä 
ni 4- w, 

8. D6composer ^J]^\^n 

R. C'est un cas particulier de l'exercice precedent. 

9. Demontrer la formule 

ricv) 1 v«äA«ä) 



x^ — 1 m Ä=o a? — «Ä 

«Ä = cos H j sm (Ä = 0, 1,2, •• w — 1) 

On suppose le degre de f[x) inferieur ä m. 



GHAPITRE III. 



Fonctions de plusieurs variables. 



§ 1 . Dörivöes partielles et difförentielles partielles 
ou totales des fonctions de deux variables. 

110. Derivees partielles. — Soit u = f(x, y) une fonction conünue 
de deux variables indöpendantes x et y, Si Ton attribue ä y une 
valeur conslante et qu'on fasse varier x, u devient une fonction 
continue de x seul. Si eile admet une döriv^e, celle-ci se nomme la 
d^ivee partielle de u par rapport ä x. Cette dörivee partielle est 
ainsi, par d^finition, la limite du rapport 

f{x + I^,y) — f(x,y) 

iiX 

quand ^x tend vers 0. On la repräsente indifföremment par l'une ou 
Tautre des notations suivantes : 

1x{x,y)y l^xf[x,y) ou D^^u, ^j; ^^Jx 

De meme, en regardanto: comme constant et y comrae variable, on 
forniera le rapport 

Si celui-ci tend vers une limite quand Ay tend vers zero, ce &era la 
dMvie partielle de u par rapport ä y ei on la reprdsentera par les 
symboles analogues aux precödents : 

flA^.y) ^ufi^.y) ^^^ 

111. Differentielles partielles. DifferentieUes totales. — Les diff&en'' 
tielles partielles dxU, dyU sont, par definition, egales aux produits 

, du , , du . 

OaM = . Ao: dyU = -r- Afy 

dx ^ dy '' 

des dörivees partielles par rapport ä o; et ä j/ par les accroisscments 
Ix et A^ des variables correspondanles. 
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La difförentielle totale du est ögale, par döfinition, ä la somme des 
deux diffiärentielles partielies, de sorte que 

(1) du . = -f-i^ + ^ ^y. 

En particulier, si u = x, on aura 
et, si tt = y, 

Donc r^uation (1) peut s'öcrire aussi sous la forme 

(2) du=^dx + ^dy. 

La comparaison des äquations (1) et (2) appelle une remarque ana- 
logue ä Celle qui a 6i6 faite dans le cas des fonctions d*une seule va- 
riable (no 59). L'^quation (2) a, comrae nous le verrons, une gön^ralitö 
que n*avait pas Täquation (1). Cello-ci suppose les variables x ciy 
indäpendantes, tandis que l'iiquation (2) n*est pas soumise ä cette 
restriction (n« 126). 

112. Expreesion de raccroissement J^f(x,y). — Au moyen des dö- 
rivöes partielles on obtient une expression importante de raccroisse- 
ment d'une fonction u = f(x^ y). Supposons que u et ses deux d^riväes 
partielles soient continues a Tintärieur d*un certain domaine D et soit 
[Xj y) un point de ce domaine. Donnons aux variables les accroissc- 
ments ^ et Ay. On aura 

A/*(x,j/) = f [x -\- £^;y -\- ü^y] --f [x,y) 

=[{{x+t^,y-V^y)-f(x,y+^y)\+[nx.y+^y)-f[^,y)] 

Iransformons chacune des diflförences entre crochets par la formule 
des accroissements finis (n° 69), il viendra, et 9i ötant compris entre 
Oetl, 

t^nx, y) --= Ax r^(,x + ÖAx, 1/ -h Ay) + Ay/-; [X, y + 6,Ay) 

D'autre part, les dörivees partielles dtant continues au point (x,y)y 
on peut poser 

f^ (X + 6Ax, y -}- Ay) = f^ (X, y) + e, 

7 
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t et E^ dösignant des quantitös qui ont pour limite quand ^x et ^y 
tendent vers zdro. La Substitution de ces valeurs donnera 

^f (^, y) = f^ (^, y)'^+fy (^> y) % + ^^ + ^Ai/- 

113 Derivee et difierentielle d'une fonction composee d'nne senle 
variable independante. — Supposons que x et y soient deux fonctions 
d'une variable independante unique t, ayant toutes deux des däriv^es 
bien dötermindes. Dans ce cas, f(x,y) est une fonction composie de t. 
Pour oblenir sa derivöe, remarquons que la formule du numöro 
pr^c^dent subsisle indöpendamment de toute hypothöse sur la nature 
des accroissemenls Ax et Aj/ ; nous pouvons donc admettre qu'ils 
correspondent ä Taccroissement Ä( de la variable independante. Divi- 
sons alors cette formule par Äf ; il vient 

et, en faisant tendre Af vers zöro, on trouvera 

puisque e et e^ ont pour limite 0. 

Donc, sixety sont des fonctions de t, la derivie de f[Xyy) par rap- 
port ä t est la somme des dirivies partielles de f{Xy y) par rapport ä x 
et par rapporl ä y multipUies respectivemenl par les dirivies de x et de y 
par rapport ä t. C'est la regle de d^rivation des fonctions compos^es. 

En multipliant cette formule par dt^ on obtient la difförentielle de 
f(x,y)y savoir 

(ifi^^ y) = Oß^. y)dx+ti ^^' J^) ^y- 

D'oü le thöorfeme suivant : 

St X et y sont deux fonctions d'une meme variable f, la diffirentieüe 
de f{x,y] s*exprime au moyen de x,y, dx et dy, par la diffirentieüe totale 
de f(x,y) comme si les variables x et y itaient indipendantes, 

114. Remarques, — I.e theor^me göndral que nous venons d'önon- 
cer rcnlerme, comme cas parliculiers, les rfegles de d^rivation d'une 
somme, d'un produit et d'un quolient que nous avons demontröes 
söparöment au chapitre I" (n<^ Gl). On v^rifie, en effet, immddialement 
que les seconds membres des formules 

d (w + v) -= du + dvj d uv = udv + v du, 

j u V du — u dv 



V V 



t 
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reprösenlent respectivement la somme des difförentielles parlielles 
des Premiers niembres par rapport ä u et a v. 

115. Snr la maniere de calculer les differentielles totales. — Le 
Iheorf^me pröcödent revienl ä dire que les diflKrenlielles totales se 
caiculent par les memes regles quo les diflCerenlielles des fonclions 
composees d'une seule variable. Si les difförents modes de composi- 
tion de la fonclion f(x,y) sont de ceux qui ont 6i6 prevus au chapitre l 
et c'est ordinairement le cas, il sufflra d'appliquer les r6gles etablies 
dans ce cliapitre pour obtenir la diff^rentielle totale. 

C'est ainsi que les regles dtablies pour trouver les difWrentielles 
d'une fonction de fonction, d'un quotient et d'une somme (n^ 61) 
conduisent aux rösultats suivants : 

On voit que les differentielles totales s'obtiennent sans calculer 
söpar^ment les dörivöes partielles et Ton övitc ainsi de röpöter deux 
fois ccrtains calculs. 

• D'autre part, si Ton connatl la difförentielle totale de f(x,y), on peut 
an d^duire ä simple lecture ses deux derivees partielles. En effet, dx 
et dy ötant des cocfricients indöterminös, la ddrivee partielle par rap- 
port ä X sera le coefficient de dx et la dörivöe partielle par rapport ä y 
celui de dy dans l'expression de la difförentielle totale. G'esl ainsi que 
Ton tire imm^atement du c^lcul fait plus haut : 

d , II X (^ 4 y y 

c-arc»g --=-^^ — T' -T-arctg^ = r-- i 

()y ® X x^ + //* ()x ^ X x^ -j- !/* 

116. Derivees partielles dn second ordre. — Soit u ^ f (x, y) une 
fonction de deux variables indöpendantes x eiy ; ses dörivöes par- 
tielles t/- Gt ) seronl, en gänöral, des fonctions de a: et de y et 
pourront admettre elles-memes des dörivöes partielles. Nous desi 
gnerons la dörivee partielle de y- par rapport ä x par les notations 

rj,Ax,y) ou \)%^f ou £(, 
et sa d^rivce partielle par rapport a y par 
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De merne, les d^rivöes partielles de ~- par rapport ä a; et ä y seront 
respectivement 

Mais il existe concernant ces därivöes un tMorfeme foiidamenlal en 
vertu duquel fUx = f'Jut ce qui reduit ä trois seulement le nombre des 
döriv^es partielles du second ordre. Voiei ce thöorfeme : 

117. Theoreme. — Si les deux dirivies partielles f'J^, f'J^ sont de- 
terminies et continues dans le voisinage du point (x, y), elles sont 
nicessairement identiques, 

Posons pour simplifier 

f{x)=f(x,y + k)—f(x,y) 

^iy) = f(^ + Ky)—f{^yy) 

On aura identiquement 

(f(x + h)---p{x) = ^{y + k) — ^ (y). 

On a, par la formule des aecroissements finis (0 < 6 < 1), 

<f (X + h) -f (x) = h^l^ix + ^h) 

= Äir;(Ä:+ 9A, y + k)-r^{x4- 9A, y)]. 

On peut encore appliquer la meme formule pour Iransformer la 
difference entre crochets, ce qui donne (0 < 8i < 1) 

y (a: + A) - cp (x) = hk f'J^^ (x + ^h,y + 9, t) . 
On trouve d'une manifere analogue 

HJ/ + *) - H2/) = hkrj^ (X + 9'A, y + 9;ft) 
Donc, les premiers membres de ces deux öquations ötant egaux, 

C (^ + ÖÄ, 1/ + 9,t) = rj, {X + 9'A, y + 9;t) 
Faisons tendre A et k vers zöro, on aura, ä la limite, 

C (^-^ y) = C (^' y)- 

Donc, si les dirivies considiries sont continues, les caraci^^istiques 
D^et Dppeuvent toujours etre inteiverties. 

Les d^riv^es partielles du second ordre de la fonction u = f{x, y) 

se reduisenl donc en gön^ral a trois distinctes 

d^u d^u d^u d^u 

-ou 



dx^ dxdy dydx &y'' 
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Gelte notation a Tavantage de mettre rögalitd des deux döriv^es 
partielles en dvidence et, quand on Temploie, on suppose toujours 
implicitement que les conditions de continuit^ nöcessaires pourassurer 
cette 6gaiil6 sont remplies. 

118. Bifierentielles partielleB du seeond ordre. — Aux däriv^es par- 
tielles du second ordre correspondent les diiförentielles partielles, 
döfinies par les äquations 

L'öquation D>rD]/U = Dj/ h^u entratne donc aussi Tögalitä 

ÖxdyU = dydxUy 

de teile sorte que l'ordre de deux diiförentiations partielles succes- 
sives par rapport ä x et ä y peut aussi etre interverti. 

119. Derivees et diffiBrentiellefl partielles d'ordre quelconqne. — Le 
th^oräme du n^ 117 se g^näralise de lui-m£me. Concevons que 
Ion eiTectue sur une fonction u =■ f[x^ y) un nombre quelconque de 
därivations partielles successives, les unes par rapport ä x, les autres 
par rapport ä y, dans un ordre arbitraire. II sult de ce th^orfeme que 
l'ordre de deux Operations cons^cutives peut 6tre interverti quand 
alles se rapportent ä deux variables diflTiärentes, pourvu que toutes les 
döriväes que Ton considfere restent continues. Moyennant cette 
restriction, on pourra par la r^pötition de ces permutations ranger 
les d^rivations dans Tordre que Ton voudra ; on pourra faire, par 
exemple, d'abord toutes les d^rivations par rapport ä a; et ensuiie 
toutes Celles par rapport ä y. De la sorte, le rösultat de m döriva- 
tions par rapport ä x et de n dörivations par rapport ä y, opöröes 
consöcutiveroent sur la fonction u, sera le mörne quel que soit l'ordre 
suivi et pourra se däsigner par un seul et meme Symbole 

dx"^ dy""' 
Cette quantitö est une diriv^e partielle de l'ordre (m + n). En la 
multipliant par dx*^dy^y on obtient la diffärentielle partielle du meme 
ordre 

d^dl'^u = , ^ , ^ dx"^ dy' . 

120. Diffirentiellee totales sncceeilvee. — Soient u =» f{x,y) une 



— 104 — 

dx ^ dy ^ 

Gelte nouvelle forme a sur la premiöre Favantage d'uiie plus grande 
gänöralitö comme nous le montrerons tout ä Theure (n« 126). 

123. Aocroissement d'une fonction. — La formule du n^ 112 se 
gönäralise d*elle-m6me. Soit u une fonction continue ainsi que ses 
d^rivöes partielles dans le voisinage d'un point x, y, 2,... On aura, en 
donnant ä x, j/, ^,... les accroissements Ax, At/, ^z,,.., 

^u^^^x + -^ ^y +... + z^x + ^^^y +..., 

e, e^,... dösignant des quantit^s qui tendent vers z^ro en mSme temps 
que les accroissements A. 

1 24. Derivee et difierentielle d'une fonction de fonctions d'nne senle 

variable independante. — Si u = /"(x, j/,...) et si x, j/,... sont des fonc- 

tions d*une seule variable t, la döriväe de u s*obtient comme au 

n« 113. On a 

du__df^dx^ . df dy 
dt ~ dx dt ~^ dy ~dt ~^*"' 

Donc la dirivie de f(x^y,,.) par rapport ä t est la somme de ses diri" 
v^es partielles par rapport d a:, y,..., mvltiplUes respectivement par les 
dirivies dex.y,... par rapport ä t. 

Ce principe porte le nom de rigle de d^ivation des fonctions com- 
posies. 

En multipliant Töquation par dt, il vient ensuite 

du = ^dx + ^ dy +-.• 
dx ^ dy ^ ^ 

Donc, siXjy,.., sont des fonctions d'une seule variable indipeiidante tj 
la diff&entielle de f{x^ y,.,.) s'eocprime au moyen dex^y,... dx, dy^.,. 
comme si les variables x,y,,.. äaient indipendantes, 

125. Derivees partielles d'une fonotion de fonctions de plasiears 
variable« independantes. — Soit u^ f[x,y, z,,..) une fonction des 
variables x, y, ;«,..., celles-ci ötant elles-memes des fonctions d'autres 
variables indäpendantes 5, "O. C.-.- La derivöc partielle de u par rap- 
port ä 5 se calcule par la rfegle dtablie au numero pröcddent pour les 
fonctions de fonctions d'une seule variable, ce qui donne 

du^ _ df^dx^ df dy 
d\^ dx dl ^^"55 ■^"* 
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On trouve de meine 



dr\ dx dr\ dy dr\ ~^* 



et ainsi de suite. 



126. Difierentielle totale d'une fonotion composee. — La diffärentielle 
totale de la fonction u du num^ro pröcödent est la somme de ses diffören- 
tielles partielles par rapport ä chacune des variables indöpendantes 5, 
7|, ^,..., savoir 

, du .r , du , , 

Remplacons dans cette expression les d^riväes partielles par leurs 

valeurs trouvöes au num^ro pröcödent et räunissons les termes en 

df df _, . ^ 
^. ^' - II vient 

Ges parenthöses sont, par döfinition, les difTärentielles totales 
dXy dy, ... On a donc finalem ent 

De la la r^gle suivante qui g^n^ralise celle du n<> 113. 

La di/fir&ntielle totale df(x,y, ...) s'exprime toujours de la meme 
manüre au moyen de x, y, ... dx, dy, ... que les variables x, j/, ... 
soient indipendantes ou qu'elles ne le soient pas. 

127. Conditions qui expriment qn*nne fonotion se rednit ä nne 
constante. — Soient x,y, ... des variables inddpendantes, la condition 
nöcessaire et süffisante pour que f(x, y, ...) ne dopende pas de x est 
que Ton alt (u? 70) 

/•;(x,t/, ...) = 0. 

De mSme, la condition näcessaire et süffisante pour qu'elle ne 
dopende pas de y sera 

r^(x,y,...)=0 
et ainsi de suite. 

Si f(x, y, ...) est une constante, cette fonction ne dopend d*aucune 
des, variables et toutes les conditions pröcödentes sont vörifl^es 
simultanement. On peut les röunir en une seule 
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qui entraJne toutes les pröc^denles, puisque les diflKrentielles 
dx, dy, ... sont des coeflTicients arbilraires. 

128. DiffBrentiation des equations. — Supposons maintenant que 
Ton ait une relation 

dans laquelle X, j/, ... ne sont plus des variables indöpendantesmais des 
fonctions d'autres variables consid^röes comme ind^pendantes 5, tj, ... 
Le Premier inembre dtant une fonclion corapos^e dont la valeur est 
constanle, on aura d/*= 0, ou bien (n« 126) 

Diffirentier totalement une öquation, c*est Egaler les difförenlielles 
totales de ses deux membres. Le rösultat que nous venons d'obtenir 
peut donc se formuler dans le principe suivant, qui est (ondamental : 

]^tant donnSe une iquation enlre un certain nombre de variables, 
indipendanies ou nortj mais ayant des diff&entielles, il est toujours 
permis de la diffirenlier totalement. 

129. Derivees et differentielles sucoessives. — Les considörations 
ämises dans le paragraphe pr^c^dent se g^n^ralisent d*elles-m6nies et 
il suffit d'önoncer les r^sultats. 

Si Ton effectue un nombre quelconque de därivations successives 
par rapport ä des variables difförentes aj, y, 2, ... Tordre de deux 
dörivalions successives par rapport ä deux variables diflförentes peut 
toujours etre interverti, moyennant Thypothäse de la continuite des 
dörivöes. De la sorte, le rösultat de m dörivations par rapport ä x^ 
n dörivations par rapport ä j/, p d^rivations par rapport ä z^ .,. 
effectuöes dans un ordre quelconque sur une fonction u==f{x,y,z, ...), 
peut 6lre reprösentö par le Symbole unique 

dx^ dy^*^ dzP ... 

Les diffi^rentielles totales successives se calculent en appliquant 
successivement les rfegles ötablies pour calculer les differentielles 
premiferes. Dans le cas oü les variables x, j/, z, ... sont indepen- 
dantes, et plus g^n^ralement si leurs difförentielles da:, dy, ... peuvent 
6tre supposöes constantes, la difförentielle n^*^ de f(x, y, z, ...) 
pourra se mettre sous la forme symbolique 

d" fix, y, z, '■•) = (^-^dx + -^dy + -^dz + ...J f. 



130. Theoreme d'Etder stur les fonctionB homogenes. — Une fonction 
f(x,t/, -sr, ...) est dite homogene par rapport aux variables o?, y, z^ ..., 
lorsque cette fonction vorifie Tidentite 

(1) r(ta:, tt/, tz, ...) = V>^f[x, y, z, ...), 

t designant une ind6terminee quelconque. L^cxposant m est dit le degrä 
d'homog&neite de la fonction. 

Si Ton fait ^ = — , Tidentite deviendra 

X 

c'est-ä-dire 

(2) f(x,y,z,...)=^a^<i^-A,..>j 

Donc, si Ton divise uno fonction homogene de degre m par la m*^°*^ 
puissance de l'une des variables, eile ne dependra plus que des seuls 
rapports des variables deux a deux. 

On s'assure aussi immediatement qu'une fonction qui verifie la condi- 
tion (2) verifie la condition (1). Donc l'equation (2) peut aussi servir de 
definition des fonctions homogenes. 

Differentions l'equation (1) par rapport a t^ il viendra identiquement 

xf^ [tx, ty,...) + yf^^ [tx, ty,..^) +... =- mi^-^f[x, y,...) 
ou, en faisant ^=1, 

C*est dans cette identite que consisto le theoreme d*Euler : La somme 
des produits des däriväes partielles d^une fonction homog&ne par les 
variables correspondantes est ögale d Ux fonction elle-m^me multipliäe 
par le degrä d*homogönäite. 

Plus gen6ralement, si Ton differentiait Tequation (1) n fois de suite 
par rapport a t avant de faire ^ = 1, on trouverait, en se servant de la 
formule sjmbolique du numero precedent, 

EXERCIGES. 

1 . D6riv6es partielles et differentielles totales successives des fonctions : 



(a^ _ 2y)^+yxy; — -^ ; V^'' + !/' + ^' 5 



2. Derivees partielles d'ordre quelconque de f{ax + by ■{- c) 

Am\-n f 

^ d^^ = a»" 6« /^"'^ «) [ax + &y + c) 
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3. Appliquer le calcul de l'exercice prec6dent en supposant que f{fi) 
soit une des foDctions : 

e", siu w, cosw, Log m, etc. 

4. Diiferentielle w»*"« de w = ö«^ /•{!/). 

R. On applique la formule symbolique du n» 120. On trouve, en inter- 
pretaut les puissances de /*comme dei indices de derivation, 

d^e^f[y) = ei^^ \f(y) dy + a dxy^ 

5. Appliquer ee resultat a la fonction efi^ cos by. 

6. Differentielle totale n^^^ de w = arc tg ^. 
R. DifferoDtioDS une premiere fois ; il viendra 



__ ^dy — ydx __ 1 
^^ - a?« + y* - 2i 



dx -\- idy dx — idy 



_ a? -f- j/i X — yi _ 

puis, en differentiant encore (n — 1) fois, 

..,, ( ,..- A^-^)^[{^^ + ^d!/y' (dx^idy)^ - 
«"-l M 2i l[x-\-yi)^ (cc^yiY _' 

Pour se d6barrasser des imaginaires, on pose 
X ■\-yi = r (cos 6 + « sin 6) dx -\-idy = ds (cos «p + t sin <p). 
On a alprs 

dnu^i-- ly^-^ (n — 1)1 i—J sin n('f — 6). 

On peut aussi calculer d*une maniere analogue les d6riv6es partielles. 

7. DiflFerentielle totale w'*«* de w = LogV^r^ 4. y«. 
R. On trouve d'abord 



^^^^dx + ydyl 



'dx -\- i dy dx — f dy 

+ 



a?^ + j/* 2L X -{- yi x — yi ^ 

On trouvera, par les substitutions de Texercice prec6denty 

— J cosn((p — ö). 

Remarqtce, Les resultats des exercices 6 et 7 deriyent immediate- 
ment du calcul de d^ Log z dans la theorie des fonctions d*une variable 
complexe. 

8. Si, dans le voisinage du point (a?, j/), la fonction f(x^ y) admet des 
därivdes partielles f^ et /"' et si fL^ est continue, lautre därivde, f[!^^ 
existera aussi et sera identique ä f^^y, 

R. Dans cette hypothese plus restreinte, le raisonnement du n** 117 sub- 
siste jusqu'a la formule 

^(x + h)-^(x)^hkf^(x^f^h,y + ^,k). 
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Divisant par k et faisant tendre h vers z6ro, il vient, par la d^finition 
de 7 dans le premier membre, et par la coDtinuit^ de /*" dans le second, 

r'y [^ + h) - r^ [x) = h rj^ [x + <ih, y] 

Divisons par h et faisons tendre h vers 0, le premier membre aura 
pour limite f*^^ et le second /"j^, de sorte que nous obtiendrons la 
demonstratioD du theoreme. 

9. Si /*^ [x -\- h, y, ^,...)tenc? vers une limite däterminäe qiuznd h tend 
vers zäro^ on aura toujours 

fx K y» -'•••) =^^ l»ni/"i(^ + Ä, j/, 2,...). 

R. Ce th6oröme se d^montre immödiatement en faisant tendre h vers 
zero dans la relation 

C'est donc une propriöt^ de la deriv6e des fonctionsd'uneseule variable. 

* 

10. Si le point a?, y,... est un pcint de discontinuitd isoU de la 
derlväe seconde f' (x, yi— ), c^est-ä-dire s'il rCy a pas d'autre point de 
discontinuitä dans un domaine suffisamment pelit enveloppant ce point^ 
on aura^ pourvu que ces limites existent^ 

R. C'est l'application du theoremo pr^ccdent. 

11. Determiner, en appliquant le principe pr^cMent, les döriv^es par- 
tielles du second ordre au point x = y = del& fonction. 

/•(a;, y) = x'- arc tg-l~ j/*arc ig ^ • 
R. On trouve en g6n^ral 



fl^i^'^y)— x^ + y' 



On en conclut 



f'J:,(0,0)^limr'J^(x,0)=l 



12. D6tenniner les däriv^es partielles ä l'origine de 

fix, y, 2)- («? + -)" »•■«'♦& l^-ii/ — -)■' «'■<'*« ^izi 
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13. Determiner directement les derivees partielles des deux exercices 
prec^dents en recourant ä la definition generale de la dorivee. 



§ 3. Extension de la formule 
de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. 

131. Objet de la formule de Taylor. — Consid^rons une fonction 
f{x, y,...) de plusieurs variables. Cette formule a pour but de ddve- 
lopper la difference f{a + h,b + fc,-) — f(a, ft,..) sous la forme sui- 
vante : 

(1) A«-t-A,«^ + fc,-)-/'(«,^-)=T,+T2+-+Tn_i + r»M, 

oü Ton dösigne par T,, Tg, • T^-i des polynömes homogfenes et de 
degrös respeclifs i, 2,-(n — 1) par rapport aux accroissements A, i,.- 
des variables et par M une fonction de ces accroissements qui conserve 
une valeur finie quand la quantitö 

r -= VA« + k^ +... 
tend vers zöro. 

On emploie souvent la formule de Taylor dans rhypolhöse oü A, fc,- 
et, par suite, r ont pour limite zöro. Dans ce cas^ r ötant choisi comrac 
infiniment petit principal (n<> 17), les lermes successifs de la formule 
seront g^n^ralement des infiniment petits d'ordres successifs 1, 2, 3» 
etc. 

Le problöme de trouver ce developpement se ramöne facilement ä 
celui qui a 6i6 r^solu pour les fonctions d*une seule variable. Pour 
abr^ger l'^criture, nous considörons seulement dans les demonstra- 
tions une fonction de deux variables. 

132. Formule de Taylor. — Soit u = f(x,y) une fonction dont les 
därivees partielles jusqu*ä Tordre n sont bien determinöes pour toutes 
les valeurs de x enlre a et a + A et toutes cellcs de y entre b eib~{- k, 
Soit ensuite t une nouvelle variable indöpendante ; posons 

( x = a + ht, 

De la Sorte, u est une fonction composöe de t dont les dörivees 
seront bien d^terminties jusqu'a l'ordre n inclusivement dans Tinter- 
valle ^0, 1). Si Ton donne ä /, entre ces limites, un accroissement 
Af = df, Taccroissement corrospondant Au de la fonction sera donnd 
par la formule de Taylor (n<^ 87) et il viendra 
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(8) ] ^" = rf" + -sr +•••+ (^-Tl)! + Liü-Jh- Uc 

(0<9< 1). 

Les difförenüelles dx = hdteidy == kdt ötaut constantes, les dififö- 
rcntielles successives de /"(^c, y) se calculent par la formule symbo- 
lique du n*> (120) et l'on a 

(4) r«.=(^rfx + |rf,)7(.'.i/). 

Posons ^ = et dt = 1 ; il viendra par les formules (2) : 

x = a, y = b, dx = h, dy = k. 
On aura d'autre part, 

Aw = f{a + Ii,b + k) — f(a, b) 
et la formule (4) prendra la forme 

. Portons ces valeurs dans l'^quation (8), nous trouverons la formule 
de Taylor : 

I flß + h,b+ k}-f(a, b) = {h-^- + 1^|)/'(«. b) 

133. Bemarqnes. — 1<> Gelte formule r^sout la question proposöe 
et ce d^veloppement satisfait ä la condition que nous avons indiquäe 
au n*» 131, pourvu que toutes les derivöes partielles de Tordre n soient 
bornöes. En effet, on peut alors dösigner par M la limite supörieure 
de la somrae des valeurs absolues de ces dörivöes quand ^ et y varient 
respectivement enlre a et a + ä, t et 6 + fc. Alors la valeur absolue 
du dernier terme ne peut surpasser la quantitö 

puisque | ä | et | ä: | ne peuvent surpasser r. On voit donc que le 
rappori de ce termc ä r^ conserve toujours une valeur finie. 

2* La formule de Taylor est la seule qui jouisse des propriötös 
iadiquöes, car deux däveloppements jouissant de ces propriet^s 
doivent 6tre identiques terme pour terme. 
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En effet, si Ton change h en ht et k en kt dans la formule (1), on 
aura, guel que soit t, 

f{a + ht,b + kt) —f{a, b) == 11,+--+ «^'* Tn-i + t'^r^M. 

Or, d'aprfes la dömonstration falle pour une seule variable, deux 
diveloppements de celte forme ne peuvent 6tre ^gaux pour loute 
valeur de t que si Ti, T,,... ont les mßmes valeurs, ce qui n'a Heu 
pour toutes les valeurs de A et k que si les polynömes Tj, T,,... sont 
identiques. 

134. Autre forme de la formule de Taylor. — Lorsque :r et y sont 
des variables ind^pendantes, on peut öcrire h = dx, k == dy ; si Ton 
remplace alors a par xeib par y dans la formule (5), le rdsultat pourra 
se mettre sous la forme 

(0 < 6 < 1) 

soulement, ces diffiärentielles sont maintenantdesdiif<ärentielles totales. 
La notation employee pour le derninr terme signifie qu*il faut rempla- 
cer, dans les dörivees n*^™*" qui entrent dans ce terme, o: par ic + 9 (te 
et y par 1/ + 8 dy. 

135. Formule de Maclanrin. — Celle-ci se d^duit de la formule (5) 
en y faisant « = fr = 0, A = a: et t = y. Nous öcrivons le r^sullal 
comme il suit : 

Ces indices significnt qu'apr^s avoir effectuö le calcul de toutes les 
d^riv^es partielles, il faut remplacer dans ces deriv^es x et y par 0. 
Par la formule de Maclaurin on developpe donc la fonction en une 
somme de termes homogfenes et de degr^s croissants par rapport ä 
X eiäy. 

136. Ces r&ultats s'^tendent d'eux-memes aux fonctions d'un 
nombre quelconque de variables. On aura ainsi, pour trois variables, 

f(a + h,b + Kc + l)^-f(a,b,c) + \(^h-^+k-^^^+l-^^^^ 
et ainsi de suite. 
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§ 4. Mazima et minima des fonctions de plusieurs 

variables. 

137. Fonctions de denx variables. — Ün dit qu'une foDCtion f(Xj y) 
de deux variables indöpendantes est maximum ou minimum pour un 
syslfeme de valeurs (a, b) de ces variables, lorsque la difKrence 

garde le meme signe pour toutes les valeurs de h et de k införieures 
en valeur absolue ä un nombre positif e suffisamment petit. Le maxi- 
mum correspond au cas oü cette dififörence est negative et le minimum 
au cas oü eile est positive. 

Les seuls points oü la fanction f[Xy y) puisse etre maximum ou mini- 

rnuin^ sont ceux oü chacune de ses deux dirivies partielles -^ et -J-s'an- 

nule ou cesse d'exister. 
En efifet, si Ton pose, en particulier, i = 0, la difförence 

t[a + h,b)^f[a,b) 

devra conserver le meme signe. quel que soit le signe de A, pourvu 
que Ton ait | A | < e, ce qui ne peut avoir Heu, comme on Ta prouvö 

dans le cas des fonctions d'une seule variable (n*^ 99)^ que si -p s*an- 

nule ou cesse d'exister au point (a, t). De meme pour Tautre dörivöe 
partielle. 

Admettons que les deux döriväes partielles du premier ordre de 
f[x^y) soient des fonctions continues ; pour trouver les maxima et 
les minima de {(x^ y), il iaudra donc poser les deux öquations simul- 
tanöes : 

dx ' dy 

En rösolvant ces öquations par rapport ä a; et ä j/, on trouvera g^n^- 
ralement un certain nombre de Solutions. Soit x = a,y = b Tun d'eux. 
II reste ä examiner si la fonction admet röellement un maximum ou 
un minimum en ce point. Voici la möthode ä suivre pour trancher 
cette question. 

138. Supposons quefix^y) et ses däriv^es partielles des deux 
Premiers ordres soient finies et continues au point (a, t). Ddvelop- 
poiis la diflKrence f(a + h,b + k)—f[a, b) par la formule de Taylor 

8 
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et) nous arrStant aux termes du second ordre (n° ISS). II viendra, les 
döriv^es premiöres ^tant nulles, 

f(a + h,b + k)-f(a,b) = 

Nous pouvons poser 

(1) r = V** + **» A = r sin a, ft = r cos a, 
de Sorte que r est une quantitö intiniment petite et a un angle arbi- 
traire avec h et k. Ecrivons encore, en abr^g^, 

^^^ ^"~~äa"^' ^-^"Äi^ft"' ^^—db^ 

et d^signons par yi une quantit^ infiniment pelite avec r. Les däriv^es 
partielles ätant continues au point (a, b)^ le döveloppement pr^cMcnt 
peut se mettre sous la forme 

(8) f(a + Kb + k)-f(a,b)=^ 

-^ (A sin*a + 2 B sin a cos a + C cos*a + t\). 

La considöration de cette öquation conduit aux conclusions sui- 
vantes : 
d«) Si le trinörae 

A sin* a + 2 B sin a cos a + C cos* a 

ne peut s'annuler, cbmme il est fonction continue de a, il conservera 
un signe invariable et sa valeur absolue restera superieure ä un 
non)bre positif m. G*est donc ce trinöme qui donnera son signe au 
second membre de Tdquation (8), dfes que Ton aura | -»i | < m, donc 
ä partir d'une valeur suffisamment petite de r, quel que soit a. II y aura 
maximum ou minimum selon que le trinöme sera n^gatif ou positif. 

^) Si le trinöme peut changer de signe, corame il donnera encore 
son signe au second membre de Töquation (8),pour chaque valeur de a 
qui ne Tannule pas, ä partir d'une valeur suffisamment petite de r, il 
n'y aura ni maximum ni minimum. 

3®) Enfin, si le trinöme, sans pouvoir changer de signe, peut cepen- 
dant s'annuler pour certaines valeurs de a, pour ces valeurs, le signe 
du second membre de Töquation (3) dopend de celui de r\ qui reste 
inconnu et Ton ne peut rien conclure. 

Les caractferes analytiques particuliers ä ces trois cas sont faciles ä 
indiquer : 
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Supposons A difKrent de zäro. Le trinöme peut se mellrc sous 
forme de fraction, corome il suit : 

(Asina + Bcosa)* + (AC — B«) cos^ a 

A 

1 *') Si AG — B* > 0, le numäraleur de cette fraction est une somme 
de deux carres qui iie peuvent s'annuler ensemble et il est loujours 
positif. Donc le trinöme ne peut s'annuler et a le signe de A. II y a 
maximum si A < et rninimum si A > 0. 

2o) Si AC — B* < 0, le numörateur aura des signes difKrenls dans 
les hypolh^ses cos a = et tg a = — B : A. Donc le trinöme peut 
changer de signe et il n'y a ni maximum ni rninimum. 

3<*) Si AC — B* = 0, le numörateur se röduit a un seul carre, le 
trinöme, sans changer de signe, peut s'annuler. C*est le cas douleux. 

Supposons encore quo A soit nul. Le trinöme se r^duit ä 

cos a (2 B sin a + C cos a). 

Si B n'est pas nul. cette expression changera de signe avec cos a 
supposä infiniment petit, et il n*y a ni maximum ni minimum. 

Enfin, si A et B sont nuls tous deux, le trinöme se rdduit a C cos* a, 
qui peut s'annuler mais ne peut changer de signe. C/est encore une 
fois le cas douteux. 

139. Remarque. — C'est uniquement pour rendre la discussion 
plus claire qu'on a remplac^ h et k par r sin a et r cos a, mais cette 
Substitution n'est pas nöcessaire. Le raisonnement peut se faire direc- 
tement sur l'ensemble des termes du second ordre dans la formule 
de Taylor, c*est-ä-dire sur le trinöme 

A A« + 2 B At + C t* 

et les rösultats obtenus peuvent se rösumer comme il suit : 

1® II n'y aura ni maximum ni minimum, si les racines de ce trinöme 
sont reelles et inegales. 

2o II y aura maximum ou minimum, si les racines sont imaginaires : 
maximum si A est < 0, minimum si A est > 0. 

3^ Doute, si les racines sont ögales. 

Pour trancher le cas douteux il faut faire intervenir les termes sui- 
vants de la formule de Taylor, mais cette discussion gdnörale est 
assezdifficile et ne peul trouver place ici. 

140. Eonctions de plusienrs variables. — Une m^thode semblable 
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s'applique aux fonctions de trols et d'un plus grand nombre de varia- 
bles Pour que f(x,y,z) devienne raaxiraum ou minimum au point 
(a, b, c) il faudra (en laissant de cötö le cas de discontinuitö) que ses 
Irois döriv^es partielles /*^, /*|^, f^, s'annulent en ce point, ou, ce qui 
revient ou möme, que sa difTdrentielle totale df soit identiquement 
nulle. En exprimant que ces conditions sont satisfaites, on obtient un 
syslfeme d'öqualions simultandes dont les Solutions peuvent fournir 
des maxiraa et des minima. Pour s'en assurer, on remplacera x, y, z 
par a + Ä, fc 4- A:, c + / et Ton caiculera dY> c'est-ä-dire Tensemble 
des termes du 2® ordre en ä, ft, /. Ce sera un polynöme homogöne du 
second degrö, qui devra avoir un signe unique. On le transformera 
donc en une somme algäbrique de carr^s : 1** Si tous ces carrös ne 
sont pas de möme signe, il n'y aura ni maximum ni minimum ; i^ s'ils 
sont tous de meme signe, il y aura minimum s'ils sont positifs et 
maximum s*ils sont negatifs, pourvu qu'ils ne puissent s'annuler en 
möme temps que pour ä = A = / = ; 3*» dans le doute, c'est-ä-dire si 
tous les carrds sont de m^me signe mais peuvent s*annuler ensemble, 
il faudra faire intervenir Tensemble des termes du troisifeme ou du 
quatrifeme ordre, et ainsi de suite. 

141. Probleme. — Trouver lapltis courte distance de deux droites 
A eiB de Vespace. 

Soient a,, a^, a^ les coordonn^es d'un point a de la droite A et a^, a^, a^ 
les Cosinus directeurs de cette droite ; les coordonnees o?, y, z d*UD point 
quelconque de cette mdme droite peuvent s'exprimer au mojen d*uDe 
variable ind^pendante u par les formales : 

(A) -=- ^ = - = u. 

«1 «2 «3 

Do meme, les coordonnees ^, t^, % d'un point quelconque de la droite B 
s'exprimeront en fonction d'une seconde variable independante v par les 
formules : 

oü &j, &2) ^3 ^^^^ l^s coordonnees d'un point b et ßi, ßg, ß3 les cosinus 
directeurs de la droite B. 

Soit S la distance de deux points (o?, y, z) et (S, t), () pris sur chacune 
des droites A et B. On aura 

(1) s« = ($ - ccy + (Ti^i/Y + (c - z)^ 

C'est une fonction de u et do v en vertu des equations (A'i et (B) et il 
faut en chercher le minimum. Pour cela, il faut annuler ses deux deri- 
vees partielles. En se servant des relations 
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/ 5 — ^ = pit? — a,w + (fti — a,), 

(2) I ^— y «?£«? — «a^+l^ — a«), 

( C — -2^ = ßat? — 013W + (63 — flj), 

et en appliquant la rdgle de derivation des fonctions de fonctions, on 
trouve ainsi 

2 -^ii = (^ — ^) «1 + (^ — y) «2 -f {? — -^l «8 ^ 0, 

Ces 6quations sont susceptibles d'une Interpretation g6om6trique 
imm^diate. Eu effet^ döaignons par t^, t^, t^ les cosinus directeurs de la 
plus coune distance $ des deux droites ; on aura 

(4) 5 — ö7 «r AT, 7j — y = Stj, I: — ^ « STj 

et les 6quations (3) peuvent s'ecrire 

^^' ( ^iPi + ^2^2 + ^aPa = 0. 

Elles exprihient donc que la plus courte distance est une perpendicu- 
laire commune aux deux droites A et B. Les cosinus directeurs de la plus 
courte distance sont fournis par ces derni^res equations. En effet, si Ton 
pose, en abrege, 

(6) Ti = a,ß3 - ajP., T,«a3p,-a,ß3, T3 = a^p, ~ a,p„ 

il vient 

1 



It9\ "^1 "^2 "^8 



Ti T, T3 Vt! + T| + T 



La valeur de la plus courte distance elle-meme s'en d6duit aussi ; car, 
en additionnant les Equations (4), multipliees respectivement par Tj, t^, t,, 
il vient 

S = xj (5 -ÄJ) + T, (ti -y) 4- T3 (C -^) ; 

puis, en remplagant les parentheses par leurs valeurs (2) et en tenant 
compte des equations (6), on trouve 

(8) S = ti(^»i— ai) + T,(^,— a,) + ^8(^8 — «3) = 



VtJ+t^'+t 



Enfin, il reste encore a trouver les valeurs de t« et de v correspondant 
aux extremites de la plus courte distance. Pour cela, on remplace dans 
les equations (3) les parentheses par leurs valeurs (2) et Ion trouve, par 
les proprietes des cosinus directeurs d*une droitc, les deux equations 
suivantea : 
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^-^ = w— üCOs(A,B)— p = 0, 



(9) i 1 d^^ 

oü Ton a pose, on abrege, 

P = (^1 — «l) «1 + (*2 — Ö2) «2 + (*3 — «3) *3- 
? = (^ - «1) Pl + (^ - «2) ?2 + (^ - ^3) ß«. 

On en tire 

Mn\ ... p — gfi08(A,B) pcos(AJ3)^— 9 

'^"^ "*"" sin«(A,B) ' ""^ sin=(A,B) ' 

ce qui aeheve la Solution du probleme. 

Remarque. — On verifie facilement que la Solution precedente satis- 
fait aux conditions analjtiques d'un minimum. En effet^ on tire des 
equations (9) 

^2 52 ^ §2 Ai gi 

Donc la quantit6 repr^sentee par AC — B* dans la th6orie generale est 
6gale a 4 sin^ (A, B). Elle est positive et il y a minimum parce que la 
quantite A est positive. 

EXERCICES. 

R. Une Solution : a? = 3, y = 3 (minimum). 

2. A^, y) = ^' + ä/* — 2a;« + 4a?j/ — 2J/^ 

R. Trois Solutions : o? = + \/2, y = — \2 (minimum) ; a; =» — \/2, 
y = -\- \2 (minimum) ; ä; =* 0, j/ = (ni maximum ni minimum). 

3. A^, y) = «?*-- 2ä^^- + y* — J/^ 

R. Une Solution : a? = 0, y = (cas douteux) . Gomme la fonction peut 
se mtttre sous la forme {x — j/*)* — y^, on voit facilement qu'il n'j a ui 
maximum ni minimum. 

On remarquera que cependant la fonction d*une seule variable ?p (t) = 
f{ht, kt) est maximum pour ^ ^ quels que soient les coefficiönts Ä et ä. 
Cet exemple prouve donc, contrairpment a l'affirmation de certains 
auteurs, que Texistence d*un maximum ou d'uu minimum de /*(« + ^^ 
h 4- kt) pour ^ = quels que soient k et Ä, n'entraine pas rexistence d*un 
maximum ou d*un minimum de f{x, y) au point (a, b). 

4. Etant donne un triangle, trouver dans le plan du triangle un point 
tel, que la somme des carres de ses distances aux trois sommets soit 
un minimum. 
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R. Soient (a|, 6j), (a^» b^), (a,, b^) les coordonnees rectangulaires des 
trois sommets, {x, y) celles du po«nt 0. On trouve 

3aj = a, -f öTg + flg, Sy =^bi+bz + b^. 

Le point est le centre de gravite du triangle, 

5. Etant donne un triangle, trouver dans le plan de ce triangle un 
point tel, quo la somme de ses distaDces aux trois sommets soit un 
minimum. 

R. ConservaDt Ics notations precedentes, il faut rendre minimum la 
fonction 

/K y) = S V(a?-a/- + (j/-i,)' (i = 1, 2, 3). 

Soient r^, r^, r^ les droites joignant le point aux trois sommets 
et Oj, 62, 63 leurs angles avec Taxe des oc, On a, si les deriv6es partielles 
s'annulcnt, 

df 

~ =» cos öj 4- cos Oj -|- cos 6^ = 0. 

L*axe des cc etant queloonque, on en conclut que les trois droites 
r^, r^, r, fönt entro elles le meme angle. Le minimum a lieu au point oü 
les trois cöt^s du triangle sont vus sous le m§me angle (120^). Ce point 
est facile ä construire si les trois angles du triangle sont < 120^. Mais 
si Tun des angles, A par exemple, est > 120^, ce point n'existe plus. 
On montrera que, dans ce cas, le minimum a lieu quand le point vient 
coincider avec le sommet A du triangle. C*est un exemple remarquable 
oü le minimum correspond ä un point de discontinuite des derivees par-^ 
tielles. 



GHAPITRE IV. 



Fonctions impliciies. Changement de variables. 



§ 1. Thöorömes d'ezistence. 

Les fonctions impliciies sont celles qui sont definies par des equations 
non resolues. Nous commencerons par demontrer les theoremes fon- 
damentaux sur los conditions d*cxistence de ces fonctions. 

• . 

142. Theoreme I. — SoH F (a?, y) une fonction de deux variables a?,y. 
Supposons : i® quelle s*annule au point x^ , y o » -^ qu'elle admette des 
ddrivees partielliss du premier oi^dre finies et conünues dans le voisinage 
de ce point ; 3^ que ¥y ne s'annule pas en ce point. Je dis qu'il existe 
une fonction y == <p(a7) qui se röduit d y^ pour x = Xq et qui, dafis le 
voisinage de cette valeur x^, satisfait identiquement d l'äquaiion 

F (x, y) = 0. 

Cette fonction est unique et eile a pour ddrivöe «p'(^) = — Far * Fy. 

D'apres les hypotheses du theoreme, on peut d'abord doterminer trois 
nombres positifs A, B et o tels qu'on ait 

I f; I < A, I f; I > B, 

sous les conditions 

I ^ — ^0 1 < ^, |y— ^0 1 < ^• 

Ceci pose, donnons a x une valeur quelconque, assujettie a verifier la 
condition \ x — Xq \ < 8 et, en outre, la suivante 

(1) A I ö? — a?o I < Ba ; 

je dis qu'il y aura dans Tintervallo (y^ — ^> ^o + ^) ^^^ valeur de y et 
une seule pour laquelle on aura 

F{x, y) = 0. 

En effet, si Ton pose en abrege 

x — Xq = ?i, y—y^=^K 

on peut appliquer la formule de Taylor bornee a un seul terme, ce qui 
donne 

F(^,y) = F(a;,y)-F(a?o,yo) = (^ ^ + ^ |^)FK + öÄ,yo+ «Ä). 
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Le second membre aura des signes diff6rents pour A == -|- S et pour 
A = — S, car, ä cause de (1), c*est le second terme qui Temporte sur le 
Premier et qui donne son signe a la somme. Donc F(x,i/) a des signes 
difierents pour y ^y^ — ä et y = y^ + ^' Mais F est fonction continue 
de y, eile s'annule donc pour une valeur de y comprise entre ces limites. 
Elle ne s'annulera d'ailleurs qu*une fois puisque sa deriv^e Fy ne change 
pas de signe dans cet intervalle. 

La suite des valeurs de y qui verifient T^quation F(d?, y) = quand (c 
varie dans Tintervalle que nous venons de considerer, constitue donc une 
fonction finie et bicn determin^o de x dans cet intervalle. 

Cette fonction admet une d^rivee bien d6termin6e. En effet, soient 
^ et A les accroissements indniment petits correspondants de x et de y, 
on aura 

On en tire 

Ä F;(a? + eA, y + ^k\ k F^ 
-r = ! » d ou iim T = r • 

Ä F^la? + ÖA, y + 9A) ^ F^ 

143. Theoreihe n. — Soit F(ä;, y, ... v) une fbnction des (n + ^) 
variables a?, y, ... w. Supposons : P qu'elle s*annule au point (a?^, 
yo» ••• ^o) »' '^ qu'elle admette des ddriväes partielles contirmes dans le 
voisinage de ce point ; 5** que F« ne soit pas nulle en ce point. Je dis 
qu'il exisie une fonction u des n variables ^, y, ... qui satisfait identi» 
quement d Pöqication F = dan^ le voisinage du point (a?^, y^, ...) et 
qui se r^duit d Uq en ce point, Cette fbnction est unique et eile admet 
des däriv^s partielles, 

Ce theoreme se demontre comme< le precedent. On peut d'abord d6ter- 

miner trois nombres positifs A, B et S tels que toutes les derivees 

dF dF dF 

partielles 3—. 3-, ..• soient < A en valeur absolue et -r- > B en valeur 
ox oy QU 

absolue, tant que toutes les quantit^s {x — a?^), {y — y^), ... {u — Uq) 
sont < 8 cn valeur absolue. 
Ceci fait, posons 

et donnons ä o?, y, ... un sjstdme de valeurs quelconques, mais assu- 
jetties a v6rifier les conditions | A | < S, | A | < 8, ... et, en outre, 

(1) A[| A| + |Ä|+...]<Ba; 

je dis qu'il y aura dans Tintervalle (uq — 8, w^ + 8) une valeur de u et 
une seule pour laquelle F(a?, y, ... u) = 0. En efet, on a 

F(a'.y,...«)=(^A Äc "^ * ^ + ••• + "* ^jF('»o+9Ä,j/o+<»Ä,...Wo+«»») 
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«t le second mdmbre aura des signes difforents pour m = -^ ^ ei pour 
m >= — 0, car^ en verta de (1), c'est le dernier terme qui donne 8on 
signe a la somme. Donc F(x^ y, ... u) s'annule pour une valeur de u 
comprise entre Uq — 5 oi Uq-{-B ei pour une seule, car F^ ne chaDge 
pas de signe dans cet Intervalle. 

L'ensemble des valeurs de u qui verifient Tequation F(a?, y, ... t*) == 
quand a),y, ... varient sous les conditions pr^c6dentes constitue donc 
une fonction bien determin^e. 

Getto fonction admet aussi des derivees partielles, car, comme celles-ci 
s*obtienuent en ne faisant varier qu*une seule des variables o?, y^ ..., 
leur existence r^sulte du tb^oreme pr6cedent, ainsi que leurs valeurs 



du 
dx 



f; 



du 



F 



F 



U 



ni=- ZJL etc 

dy 



u 



144. Theoreme III. — Soient F^, Fg, ... Fn « fbnctions des m + n 
variables a?, J/, ..., w, v, m?, ... Supposons : f® que ces fonctions s^annu- 
leni au point (a?^, y^, ..., Wq» ^o> *^oi •••)»* ^ qu'elles admettent des 
däriväes partielles continues dan^ le voisinage de ce point ; 3^ que le 
däterminant 

dF, dF, dF, 



J = 



du 


dv 


dte 


öFe 


(JFg 


dF^ 


du 


dv 


dw 


dFn 


dFn 


dFn 


du 


dv 


dto 



ne s'annule pas en ce mäme point. Je dis qu*il existe un syst^ie de 
fonctions des m variables ind^etidahtes x, y, ... se räduisant ä u^, v^, 
«?o, ... au point (a?^, y^, ...) et qui Substitutes d la place de u, v, w, .,. 
satisfont identiqicement aux äqu^tions Fj = 0, Fg = 0, ... dans le 
voisinage de ce point, Enfin^ ces fonctions admettent des däriv4es 
partielles, 

Ce theoreme se reduit au prec6dent quand il n*j a qu*une seule 
6quation. Pour Fötablir en general, nous pouvons donc admettre qu'il 
ait d6jä 6t6 Stabil pour n — 1 ^quations et montrer qu*il subsiste alors 
pour n. 

Ddsignona par Jj, J^, ... J^ les mineurs relatifs aux el6ments de la 
premiere coloune de J ; on aura 



(1) 



T-T ^^^J-1 <^^«-U -LT <^^» 



du 



du 



du 



Comme J ne s'annule pas au point {xq^ y^^ ...), il faut que Tun au 
moins des mineurs ne s'annule pas en ce point et nous pouvons supposer 
que ce soit J^. 
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Or, le thöoreme est suppose s*appliquer pour (n — 1) equaiions. Donc, 
Ji 6tant diiferent de zero, il existe un Systeme unique de [n -^ Ij-fonctions : 

(2) t? « V [x, j/,... w), tt? = W {od, y,... t*),... 

de m 4- 1 variables ind^pendantes x, y,... u, se reduisant ä v^, v>q,,,. 
au point (a?^, yor-*)> admettant des derivees partielles et satisfaisant iden- 
tiquement aux n — 1 6quations 

(3) F,Kj^,...w,V,W,...)=0,..., FnKj/,...w,V,W,...) = 0. 

Si Ton substitue ces fonetions daDS la relation Fj =» qui reste seule 
9 verifier, eile devient 

W Fl (a?, j/,. . M, V, W....) = 4» (x, y,... u) = 0. 

En vertu du theor^me 11^ il existera une fonction u et une seule des 
m variables o?, y,... se reduisant a Uq au point Xq, yov satisfaisant ä 
requation precedente dans le voisinage de ce point et admettant les deri- 

vees partielles, pourvu que -^ ne s'annule pas en ce point. Mais cette 

conditiou est realisee. En effet, on a 

du du dv du die du 

Multiplions cette relation par J^ et ajoutons membre ä membre avec 
les identit^s ci-dessous, multipliees respectivementpar J2, Js».*.» identit^s 
qui s'obtienncnt en derivant par rapport ä u les relations (3) : 

= -^ + ^— 4-^ — +.... 
du dv du du? du 

Q_dF, dF.dW dF, dW 

du dv du dw du 



11 viendra, par Tequation (1) et les proprietes des mineurs d'un deter- 
minanty 

J, 3- = J dou — - = J:J.. 
^ du du ^ 

d^ 
DonCy puisque J et Jj sont differents de z6ro, -r— Test aussi. 

Si Ton substitue dans les 6quations (2) la fonction u dont Texistence 
vient detre etablie, on obtient pour w, t?, m?,... un Systeme de fonetions 
de o;, {^,... qui satisfont a toutes les conditions requises dans Fenonc^ du 
theordme. 

§ 2. Differentiation des fonetions implicites. 

145. Les fonetions implicites sont Celles qui sont däfinies par des 
^quations non r^solues. Dans le paragraphe präcädent, on a indiquö 
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sous quelles conditions on peut s'assurer de Texistence de ces fonc- 
tions et de leurs diiförentielles du premier ordre. Cette existence une 
fois adinise, la d^termination des d^riväes et des difförentielles des 
fonctions implicites se fall sans aucune difficult^ par Tapplication des 
principes göndraux. 

146. Deriyees et diffi^rentielleB du 1" ordre. — t^'Gonsidärons d'abord 
la fonction implicite y d'une seule variable x, definie par une öquation 
unique 

DiffigreDtions totalement cette öquation (n<> 128), il vient 

-dx + ^dy=^0 
et Ton en tire, pourvu que F^ ne soit pas nul, 

* y r y 

ce qui fait connaitre la deriväe et la difförentielle de y au moyen des 
däriv^es partielles de F. 

On peilt aussi obtenir la döriväe de y sans passer par la diffören- 
tielle. On observe que F (x, y) est une fonction composie de x qui 
demeure constante quand on y remplace y par sa valeur (p [x) tir^e de 
r^quation F = 0. Donc sa dörivde sera nulle et il vient par la rfegle du 
no 113 

dx dy dx ' 

öquation d'oü Ton en tire aussi -p. Quand on opöre ainsi, on dit sou- 
vent que Ton dirive totalement l'^quation propos^e par rapport ä x. 

2° Soit maintenant u une fonction implicite des variables indäpen- 
dantes x^y,... döfinie par Töquation 

F(a;,j/,.,.tt) = 0. 

Diff(^rentions totalement cette öquation ; il vient 

dF , , öF , , , öF , ^ 

On en tire l'expression de la diffärentielle totale 

rfij^ Kdx + ¥l,dy+... 

K 
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Les däriv^es partielles de u sont les coefTicients de dx, de dy,... 
dans cette equation. On a donc^ pourvu que fL ne soit pas nul, 



du 
dx 



iL 
f;' 



^ = -4, etc. 

^ f; 



D'ailleurs ces valeurs s'obliennent par le mßnie caicul que dans le 
Premier cas, en considerant toules les variables iiidäpendantes, sauf 
une seule, comme des conslantes et u comme une fonetion d'une seule 
variable. 

3° Considärons maintenant le cas oü Ton a m Tonctions u, v,... d*une 
seule variable ind^pendante x, döfinies par m öquations 

Ff (x, Uy r,...) = 
(i = l,2,...w) 

On en lire, en diflförenliant totalement les m ^quations, 

(2) I dx 'du ' dv 

{ (i = l,2,...fn) 

Soit J le döterininanl formö avec les coefTicients de du, dv,..., savoir 

d¥, dF, 



(1) 



J = 



du dv 
dF, dF, 



du dv 



• * • . • • 



Si ce determinant n'est pas nul, on tirera des equations (2) les 
valeurs de du, de dv,... sous forme de fractions ayanl pour dänorai- 
nateur commun J. En divisant par dx, on aura les d^riväes. D'ailleurs 
ces döriväes peuvent aussi s'oblenir, sans passer par les difTörenlielles, 
en d&ivant totalement les äquations (1) par rapport ä x, ce qui revient 
ä diviser les öqualions (2) par dx. 

40 Fassons maintenant au cas le plus gän^ral. Soient u, v,... 
mfonctions implicites de n variables ind^pendantes x, y,..., däfinies 
par m Equations simultan^es 

( Fi (x,y,...,u,v,.,.) = 
^^^ \ (i = l,2,...m) 

En difförentiant totalement ces öquations, il vient 



(2) 



dFi 
dx 



d^ + -^ dy +•• + -^ du + 



^ 



du 

(i = l,2,...w) 



d^i 
dv 



dv +•.. = 
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Soit, comme dans le cas präc^dent, J le d^terminant forme avec les 
coefficients de du, dv,... dans ces äquations. Si ce döterminant n'est 
pas nul, on peut räsoudre les ^quations (2) par rapport a du, dv,... 
On obtiendra ces difförentielles totales sous forme de fractions ayant 
J pour dönominateur et dont les num^rateurs seront linäaires par 
rapport ä dx, dy,,.. Les därivees partielles d'une des fonctions seront 
respectivement los coefficients de dx, de dy,.,. dans la diflKrentielle 
totale de cette fonction. Elles s'expriment donc rationnellement au 
moyen des derivöes partielles des fonctions Fj par rapport aux 
variables o;, i/,... u, v,... et elles ont pour denominateur commun J. 
On peut aussi ies obtenir directement comme dans le cas precödent, 
en considörant u, r,... comme des fonctions de x seul, de y seul, etc. 

147. Derivees et differentiellefl succesüves. — Les d^rivöes et les 
difförentielles du deuxifeme ordre, du troisifeme, etc.. s'obtiennent 
par Tapplicalion des memes principes, en dififörentiant ou en dörivant 
totalement deux fois, trois fois..., Täquation ou les equations 
proposöes. Aucune notion nouvelle ne s'introduit, mais il faut 
observer que, dans ces differentiations successives, les differentielles 
premiäres des variables indöpendantes doivent etre traitöes comme 
des constantes, tandis que les diiförentielles des fonctions sont elles- 
mSmes des fonctions ayant des diifärentielles successives que Ton 
ddsigne par les caractöristiques d, d*,...d'S et qui sont pröcis^ment 
les inconnues que Ton cherche. 

Soit d'abord ä döterminer les dörivees successives d'une fonction y 
de X, döflnie par une seule ^qualion ¥{x, y) = 0. On a, en derivant 
successivement, 

dx dy dx 

(?'F ■ ^ dF dy d^Vfdy\' dF d'y _ 
dx^ ~^ dxdy dx'^ dy^KdxJ "^ dy dx'' 



La premiöre dquation donne Dy, la deuxifeme D^y aprfes qu'on a 
remplace Dy par sa valeur, la troisiöme donnerail D'y aprfes y avoir 
remplac^ Dy et D*y par leurs valeurs et ainsi de suite. 

Fassons ensuite au cas le plus genöral oü Ton considöre m fonctions 
u, v,... des n variables inddpendantes x, y,..., ddflnies par les m äqua- 
tions 

Fi (x, y,... M, V,,..) = (i -== 1, 2,... m) 
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On en tire, en difförenliant de proche en proche, le& systfemes suc- 
cessifs : 



Le Premier systfeme donne, comme nous le savons, les diffören- 
tielles totales du, dv,... Portant ces valeurs dans le Systeme suivant, 
on en d^duit les diiTärentielles d% d^v,... et ainsi de suite. On a 
chaque fois ä r^soudre un Systeme d'dquations Unfaires. Les incon- 
nues sont du, dv,... dans le premier Systeme, dm, dh>,,.. dans le se- 
cond» etc.. On remarquera que le d^terminant des coefficients des 
inconnues est le mäme.dans tous ces systömes. C*est le döterminant J 
quo Ton suppose diffärentde ziro pour que les ^quations soient röso- 
lubles. 

Les döriv^es partielles d'ordre p des fonctions u,... s'obtiennent 
encore par le principe du n« 121 en identifiant la valeur oblenue pour 
dPu,... avec Texpression g^nörale de cette differentielle 

D'ailleurs on peut aussi döterminer directement ces d^riv^es par des 
dörivations totales successives effectuees sur les öquations proposöes 
par rapport ä chacune des variables independantes. Toutefois le pro- 
cede par difförentiations totales successives sera gönäralement plus 
pratique. 

EXERCIGES. 

1. Galeuler les derivees sut^cessivos de la fonction y de w definie par 
Tequation 



Log V«;* + y« = arc tg -. 



8" 



dx cc — y dx' (x — yy 

2. D^rivees successives des fonctions y et z de x definies par les deux 
equaüoDS 

Ä? + y + ^ = ß, ä;2 + 1/2 + Z.2 ^ b^. 



R. 



dy z — X d^y _3b^ — a* 
dx " y — z' dx^ ~" \z — y)* 



» ••• 
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3. Differentielles totales et d^riv^ea partielles de la fonction z des 
variables x eiy definie par l'equation 

a« '^ b* '*■ c« ~ • 



d''Z=-' 



c 



4 



4. Differentielles totales et dorivees partielles des fonctions ^5 et u de o? 
et y d^finies par deux 6quatioDS 

^ + y + z + u := a, x^ + y^ + z^ + u^ = b. 

R. dz =■- {u — ^)äoo + (u — y)dy ^^ _ (z^w)dx-{-(z-'y)dy 

z — u ' u — z 

5. Etant donnees 2 6quations entre quatre variables o?, y, u, v on peut 
considercr u, v <:omme fonctions de x^ y onx^y comme fonctions de t^, t?. 
Les deriv6es partielles de u, v dans la premiere hjpothese, Celles de x^ y 
dans la seconde, verifient les equ^tions 

d^dx^ xdv^^ _ ^ thi dy . dv dy _ ^ 
dx du dx dv ^ ' dx du dx dv ^ ' 

et deux auti'es analogues qu'on obtient en permutant x et y dans les 
pr6c^dentes. 

§ 3. Maxima et minima des fonctions implicites. 

148. Fonctions implicites d'one variable. — Soit y une fonction de x, 
definie par Toquation non resolue 

(1) F {x, y) -. 0. 

U s'agit de determiner ses maxima et ses minima. Nous supposons 
ici que la fonction F' et ses dorivees partielles sont bien d^terminees et 
continues et nous considerons seulement les valeurs de x pour lesquelles y 
et ses derivees satisfont aux conditions de continuite. 

Les valeurs de x qui correspondcnt a un maximum ou a un minimum 
doivent d'apres le theoreme du n® 99 annuler dy : dx, L'equation (1) 
donue 

dF ÖFdg^^ 
dx dy dx 

et on en conclut, dy : dx etant nul, 

(2) -di = ^' 

On cherche donc les systemes de valeurs de x eiy qui satisfont a la 
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fois aux equatioDS (1) et (2). II restera ä discuter ces diverses Solutions 
d'apr^ le signe de ct^y : da^. 

Ed deriyant une deuxidme fois FequatioD (1) et en observant que 
dy : dx = 0, on trouve 

d^F dF d^y ^ 
da^ "^ (>y dx^ 

dF 
Si Ton suppose -^ di£f<§rent de zero, il y aura donc : 

^F dF 
Maximum, si -^-j et-^ sont de meme signe ; 

Minimum, si ces derivees sont de signes contraires ; 

d^F 
Doute, si -r-»- = 0. 

149. Mazima et minima relatifs d'une fonction ezplicite de deux 
▼ariables« — Soit /* (x^ y) une fonction de deux variables, liees entre 
elles par une 6quation 

F {x, y) = 0, 

en Sorte que fne depend en r6alit6 que d'une seule variable, par exem- 
ple X. II s*agit de determincr ses maxima et ses minima. Ceux-ci sont ce 
qu on appelle des maxima ou des minima relatifs. 

En supposant toujours satisfaites les conditions de continuite, on est 
donc conduit a annuler la deriv6e totale de /*(a?, y), y etant consideröo 

comme fonction de x. D autre part -~ s'obtient en d6rivant Tequation 

F (a?, y) = 0, On trouve ainsi les deux 6quations 

df.dr^^Q ^4.^^ = 

dx dydx ' dx dy dx ' 
d'oü Ton tire 

dx dy dy dx ' 

Cette equation combin^e avec F = 0, donnera les sjstemes de valeurs 
de x^ y pour lesquels f peut deveuir maximum ou minimum. La verifi- 
cation pourra se faire au mojen du signe de d^f. 

150. Cas general. — Supposons enfin que Ton cherche les maxima 
et les minima d'une fonction /* (a?, y,... w, r,...) de m + ^ variables liees 
entre elles par n 6quations 

(1) Fi (a?, j/,...; w, ü,...) = (i = l,2,...w) 

de Sorte que fne d6pend en realite que de m variables independantes, 
par exemple a?, 1/,... Laissant de c6te les cas de discontinuite, tout Sys- 
teme de valeurs de ces m variables qui rendra f maximum ou minimum 
devra annuler sa differentielle totale (n^ 140). D'aUtre part, les 6qua- 

9 
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tions (1) peuvent Stre diferentiöes iotalement. On est donc conduit ä 
poser le sjstöme de (n -{- 1) 6quations. 

i dcv ^ dy ^ du ' 

(2) ^ax + ^dy+...+ ^du+...^0 

I dx ^ dy ^ du * 

\^ (t = l,2,...w) 

Entre celles-ci, od peut 61iminer les difTerentiellos du, dv^,.. des n 
variables d^pendantes. L'equation resultante sera de la forme 

Mdx + Ndy +... = 

et, comme eile ne renferme plus que les m differentielles arbitraires, eile 
se döcoippose en m autres 

M = 0, N = 0,.. , 

qui, jointes auz n 6quations (1), constituent un Systeme de (m + n) 
^quations simultanees entre les (m -\-n) inconnues o?, y,... k, t?... En 
resolvant ces ^quations, on trouvera les sjstemes de valeurs des incon- 
nues qui peuYent rendre /*maximum ou minimum. 11 restera ä discuter 
ces valeurs au moyen du signe de d^f ou par toute autre methode, cette 
discussion 6tant generalement tres compliqu6e. 

151. Methode des multiplicateurs. — L'elimination des differentielles 
entre les ^quations (2) du numöro pr6c6dent se fait generalement de la 
maniere la plus commode par la m^thode des multiplicateurs, qui intro- 
duit plus de sjmetrie dans les calculs. On multiplie respectivement les 
equations (2), hormis la prämiere, par des facteurs a determiner X^, X^,... 
Xmi P^^s on additionne toutes ces equations (2) membre k membre. Ou 
trouve un r^sultat de la forme 

Adx + Bdy -f-*-+ Pc?m +... = 0. 

On imagine que Ton dispose des m facteurs arbitraires X de maniere a 
faire ^vanouir dans cette 6quation les coefflcients P,... des m differen- 
tielles du,,., qui ne sont pas independantes, Alors il ne reste plus dans 
l'equation que des differentielles arbitraires, de sorte que les autres 
coefficients doivent egalement s'annuler. On est ainsi conduit a annuler 
les coefficients A, B,... P,... de toutes les differentielles, ce qui foumit 
m + n equations. 



18) 



i+'.^+^.^+--'> 



"3 — h Xi -— ä r Xo — 5 \- ••• a=» 

au ^ du * du 
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Les systemes (1) et (3) renferment en toat 2m + n iquations, qui ser- 
Tironta d^tenniner les valeurs des m + n variables o?, y,... u,... et des m 
facteurs inconnus Xj, X^,... X^. 

Remarque L — Le sjstöme (3) est le m^me que celui que Ton forme 
en chercbant les maxima et les minima de la fonction <I», definie par 
l'equation 

* = r+ X, Fl + \¥^ + ... + X^F;n, 

et dans laquelle on considöre x^ y^..,u,... comme des variables indepen- 
dantes et X^, X,,... X^ comme des constantes. 

Remarque II. — La consid6ration de la fonction ^ est aussi com- 
mode pour la discussion du signe de d^f. En effet, l'equation <^ = /'est 
une cons^quence des 6quations (1) ; on a donc, en vertu des memes 
equations, cP/*= d^^. D'autre part, 

RemplaQons dans le second membre les difiTörentielles secondes par 
leurs expressions g^nerales 

c^F = (4-cix H 1- 4-du 4- ... Y F + 4^ «^ -1- ... 

\dx 'du J du ' 

Les termes en d^u^ dh?,.,. disparaitront en vertu des equations (3) et 
il restera 

d^f=.d^<^^f^dx^ — ^.^£fu+... y^^. 

On peut donc remplacer cPfpard^^ qui se calcule encore comme si 
toutes les variables etaient ind6pendantes. Bien entendu, pour la discus- 
sion du signe de dY^ il faudra peut-Mre encore eliminer les differentielles 
premi^res du^... des variables d6pendantes. Mais l'introduction de <t> a eu 
pour avantage d'^liminer imm6diatemont leurs differentielles secondes. 

EXERCIGBS. 

1. Trouver la route que doit suivre un rajon lumineux pour aller d'un 
point A ä un point B dans lo moindre temps possible. Ces points sont 
situes dans deux milieux distincts oü les vitesses de la lumi^re sont 
respectivement u et v. On suppose plane la surface de Separation des 
deux milieux. 

R. On voit de suite que cette route est dans le plan men6 par A et B 
normalement ä la surface de Separation. Soient a et 6 les distances de A 
et de B au plan de Separation, x et y les angles respectifs du rayon 
incident et du rajon refracte avec la normale ä ce plan. La fonction qui 
doit dtre un minimum est 



ucoso; V cos y 
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avec la condition 

aigcc + bigy — const. 

On trouve sin a? : sin t/ = w : t?. 

2. Plus courte distance d'un point a un plan. 

3. Triangle de perimctre minimum inscrit dans un triangle donn6. 
R. C'cst le triangle fonni en joignant les pieds des trois hauteurs. 

4. D6tenniner les axes de la section faite dans un ellipsoide par un 

plan. 
R. Soient, en coordonnees rectangulaires, 

/p2 yZ ^2 

les equations de Tellipsoide et du plan. On doit chercher les maxima et 
minima de la fonction 

r* = a?* + y* + >2*, 

les variables etant li6es par les equations pr6c6dentes. 
La ra^thode des multiplications donne 

On en tire 

^."--. '■ = [(;^)V (,^)V (^^-^7]. 

Les carres r^ des demi axes do la section sont les deux racines de 
r^quation 

T- -i IT- + —S ZT — ^« 



5. M6me probldme pour la surface cCälasticitä 

R. On trouve, pourdeterminer les maxima et les minima de r,r6quation 



6. Determiner les axes de la conique qui a pour ^quation en coordon- 
nees obliques 

Aa?2 + 2Bay + Cy^= H. 

R. Soit Tangle des axes. II faut chercher les maxima et minima de 

r« = 07« + y2 + 2 oTy cos Ö. 

La möthode des multiplicateurs donne 

Xx + By = X (j: + y cos 6), Ba? + Cy = X (j/ + o? cos 0), 
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D'oü Xr^ = H et les valeurs de X soient les racines de T^quatian 

(A — X) (C — X) = (B — X cos 0)«. 

7. Probleme analogue pour une surface du second degr6. 

8. Partager le nombre positif a en trois parties x, y^ z telles que 
/ = a^yn z^soit maximum (m, n, p 6tant positifs), 

R. On trouve facilement — = i^ = — = — ; ; — . Le caractöre 

m n p m-^n +p 

d*UD maximum se v6rifie immediatement car od a, pour ces valeurs de 

§ 4. Ghangement de variables. 

II arrive fr^quemraent que Ton doive transformer les expressions 
diffi^rentielles en substituant de nouveiles variables aux anciennes. 
Ces calculs se fönt par Tapplication des r^gles gänörales de diffören- 
tialion. Mais il peut 6tre utile d'indiquer un procödö systömatique 
pour effectuer les transformations les plus usuelles. Nous comraen- 
cerons par rösoudre une question pröalable. 

162. Derivees roccessives d'une fonction par rapport k one autre 
fonction. — Jusqu'ici, tant qu'il a 6\.i question des dörivöes successives 
de y par rapport ä x, on a choisi x comme variable ind^pendante et 
suppos^ dx constant. On a, dans ce cas, 



|2 



La premifere formule subsiste, mßme si x est une fonction d'une 
autre variable indöpendante (n® 61, V). Mais il n'en est plus ainsi des 
suivantes qui supposent dx constant (n<» 74). Nous allons donc calculer 
les dörivöes successives de y par rapport ä x au moyen des differen- 
üelles successives de ces deux variables, sans choisir x comme 
variable ind^pendante. II suffit d'appliquer les rfegles g^ndrales de 
difförentiation et Ton trouve, par un calcul de proche en proche, 



-^y-% 



d^y 



(1) / n* ,, ^ ^-^iiiy ^ dx dtdy — dydx 
» "**~ dx ~ dx ~ dx» 

ns _ d.b%y _ dx[dxdty—dyd^x)—id^x[dxd^y—dijd^x) 
^^y di W' 

et aiosi de suite. La loi gön^rale est assez compliqu^e. 
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Supposons maintenant que la variable indöpendante soit t et propo 

sons-nous d'exprimer les d^rivöes successives de y par rapport ä x 

au moyen des d^riv^es successives de x ei iey par rapport ä t. En 

designant par des accents les döriväes par rapport ä t, on a les 

formules 

dx-=^x'dt, d^x = x^'dt^, d^x-=x'"dt\... 
dy = y^dt, d^ = y'^dfi, dh/ = y"^dt^,... 

Siibstituons ces valeurs dans les formules pröcedentes, dt dispa- 
raitra du rösultat, car les seconds membres de ces formules sont 
homogenes et de degrö par rapport aux indices de difTi^rentiation. 
II viendra donc 

^ x^ 



(2) { Diy=-^-^ 

3 x ^ {xY^^y'x'^')^Sx'' [xY-tfx^') etc. 
V ^^ x'^ ' 

163. Fonotions d*Tme seule variable. — Soit y une fonction de la 
variable ind^pendante x et 

(3) V=^(*'J''-|'-S-'-^ 

une expression renfermant x, y et les döriväes de y par rapport ä x 
jusqu'ä un certain ordre. La transformation de cette expression 
par un chaogement de variables donne lieu ä deux probl^mes princi- 
paux : 

1^) Changement de la variable xndipendanie. Etant donnöe une 
relation 

(4) ^ = cp [t] 

entre x et une nouvelle variable t, on choisit i comme nouvelle 
variable ind^pendante au lieu de x. II s'agit d'introduire t au lieu de x 
dans y et, par suite, les dörivöes de y par rapport ä t au lieu des 
dörivdes par rapport ä x. 

Ce problöme peut £tre r^solu au moyen des formules (2) oü Ton 
trouve les valeurs des dörivöes de y par rapport ä x en fonction des 
döriväes x\ x"..., y\ j/"... de o; et de y par rapport ä t, Apr^s avoir 
remplacö les döriväes x\ x"... par leurs expressions y' [t), <p" (^),..« 
tiräes de (4), on substituera ces valeurs dans V. II ne restera plus qu'ä 
öliminer x par la Substitution a; = y [t) ; le problfeme sera resolu. 
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^) Le deuxiime probl^me est celui du changement de toutes le$ 
variables. Etant donn^es deux öquations 

entre x^ y et deux nouvelles variables t, w, on demande d'expriraer V 

au moyen de t, u et des dörivöes de u par rapport ä t. Därivons tota- 

lement les ^quations donnäes par rapport ä t, en consid^rant x, y, u 

3omnie des fonctions de t prise comme variable indöpendante. On en 

döduit de proche en proche (n^ 146) les valeurs des d^rivöes x\ y\ x^\ 

y",... de a: et j^ par rapport ä i eu fonction de x, y, u, u\ m",... Substi- 

tuons ces valeurs dans les äquations (2), nous obtiendrons des expres- 

sions de Da;y, D^^,... quo nous porterons dans V. II ne restera plus 

qu'ä öliminer x^ y au moyen des äquations F-=0 et F^ = 0. Le problöme 

sera rösolu. 
Ce cas se, präsente lorsque, une grandeur göomätrique ötant expri- 

mäe en coordonnöes rectangulaires x ei y par une expression teile 

que V, on veut la transformer en coordonndes polaires r et par les 

relations 

a?=rcosO, j/=rsin6. 

Les accents dösignant des däriv^es par rapport ä B, on a, dans ce 

casi 

x'=r'cos6— rsinO, y'=r'sin6+rcos0, 

ic"«=r"cos8— 2r'sin8— rcosö, y"==r"sin9+2r'cos8— rsinö 

et les relations (2) deviennent 

^ r^sin6 + rcos9 ^e _ r^+ir'^^rr" 
^^^■"r'cosO-rsinO' ^^*"" (r'cose-rsin9r 

Substituant ces valeurs de x, y, D^^j/,... dans V, on aura rösolu la 
question. 

154. Fonotions de pliuienrs variables. — Nous supposerons, pour 
abreger, qu'il n'j alt que deux variables independautes, mais la methode 
sera g6n6rale. Seit H une fonction de^ deux variables independantes x 
eiy et 

tK\ TT ^r TT ^H dB d^E . 

(6) v=A«^,y,H,^, ^, -^,..0 

une expression renfermant les variables et les deriv6es partielles de H 
jusqu'ä un certain ordre. Comme dans le cas prec6dent, la transformation 
de cette expression par un changement de variables donne lieu ä deux 
problemes principaux. 

P Changement des variables indäpendarUes. Ou donne deux relations 
entre a, y et deux nouvelles vaiiables u, v. 
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(6) Fl (a?,y,M,ü) = Fjj (a7,y,w,v) = 

On choisit u^v comme variables independantes au lieu de x^y et Ton 
demande d'introduire M,r au lieu de os^y dans V et, par suite, lea d^riv6es 
de H par rapport ku.v au lieu de celles par rapport a x,y, 

II faut d'abord exprimer les dorivees partielles de H par rapport koo,y 
en fonction des dorivees par rapport ä w,t?. On y arrive comme il suit : 
Prenant x,y comme variables independantes, on diff<§rentie successive- 
ment les equations donnees Fj = et F2 = 0. On en deduit, de proche 
^n proche (n*> 147), les valeurs de du, dv, d^Uy 0^,... en fonction de 
^, J/. ^1 ^9 ^ et ^y- Portant ces valeurs dans les expressions suivantea 
des differentielles de H (u? 120) : 



du ' av ' 



(7) 



d^R « (4- du + ^dv)m + ^ d^u +^d^v. 
\du dv J du dv 



\ ' ' ' • * • • ' * • 
on trouve, en r^duisant, 

ic/H = p dx + q dy^ 
d^R =rdx^+2sdxdy + tdy^, 
• ■ • • • • • 

oü p, q, r,s,i, ... renferment x, y, u, v et les dorivees de H par rapport 
k u, V. Les variables x, y Stant independantes, on en conclut (n<> 121) 

dH da d^H 

Ce sont les expressions des d6rivees partielles qu*on se proposait 
d'obtenir. 

On porte ces valeurs dans V et on ^limine, s'il j a lieu, a?, y par les 
6quations (6). Le probleme sera r^solu. 

29 Changement de ioutes les variables, On donne ti*ois relations 

(9) Fl {X, y, H, w, V, K) = 0, F, = 0, F« = 0, 

entre x^ j/, H et trois nouvelles variables w. ü, K. On demande d'expri- 
mer V en fonction de u, v^ K et des deriv^es partielles de K consid6ree 
comme fonction de u^ v, 

Choisissant x, y comme variables independantes, on differentie totale- 
ment les trois equations donnees et on en tire, de proche en proche, 
les valeurs des differentielles successives de u, v, E, en fonction des 
differentielles de o;, t/, H. Les differentielles de K en particulier, sont de 
la forme 

ldK=kdx-\-Bdy + CdR, 

(10) I t^^K = D dx'' + ... -f E dR^ + F ^^^h, 
\« • • • • • • • 

oü A, B, G, D, ... sont des fonctions connues de o?, j/, H, u, v, E. 
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D'autre pari, portons les valeurs analogues trouvöes pour du, dv^ d^u^ 
dh>^ ... dans les formules g^nörales 

oK = ^j— «^ + -T- at? 
Ou öv 

\ 
\ % • • • • • •-• • 

II viendra, en reduisant, 

/ rfK = M rfo? + N rfy 4- P fl?H, 
(12) I rf«K = Q cia?« H h R c^H« + S e^H, 

oü M, N, P, Q, ... contiennent Iin6airement les d6riT6es partielles de K 
par rapport a u, v. 

Ed egalant les valeurs (10) et (12) de dK, d^K, ... il vient 

(M — A) ete 4- (N — B) rfy + IP — C) dH = 0, 

(Q — D) rfo;« H h (R — E) dH* + (S — F) cT^H = 0, 



La premiere equaiion donne dK. Portant cette valeur dans la suivante, 
on en tire c^H, et ainsi de suite. Les resnltats sont de la forme 

dH=pdw+qdy, 

dm = rdx'^ + 2sdxdy + t dy*^ 

oüp, 9> '*9 ••• sont des fonctions rationnelles connues des d6riy6es de K 
par rapport ku eiv, On conclut de ces relations 

du dH d'H 

Ou portera ces valeurs en V. On ^liminera, s'il j a lieu, w^ y, H par 
les relations F, => F^ = F, = 0. Le probleme sera resolu. 

165. Probleme I. — Soit H une fonction de detix variables x^ y. 
On demande de transformer Vcoopression 

par les fbrmules de transformaüon des coordonnäes rectangulaires en 
coordonnäes polaires dans le plan : 

(14) X >= u cos t7, !/ =^ ^ sin v, 

C'est le premier des deuz problemes resolus au num6ro pr6c6dent. 
Suivant la m6thode generale, on differentie les öquations donnees et 
il vient 

dx =^ (cos v) du — (sin v) u rfr, 

dy = (sin v) du + (cos v) udv. 
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On en tire 

. I du = cos vdo) -{-sin vdy 

^ ^ \udv = — sin t? rfi» + cos v dy 

et, en diif6rentiant de nouveau, 

d^u = ( — sinvdx -\- cos v dy) dv = u dv* 

dudv -\-u d}v = — (cos t? da? + sin i? dy) dv = — du dv. 

On a donc 

d^u^udv\ ,f2^ = -2^^^. 

u 

Portant ces valeurs dans la seconde formale (7), eile deyient 

II reste k remplacer du et dv par leurs valeurs (15) et a ordonner par 
rapport k d(ß ^i dy. La quantit^ Y sera la somme des coefficients de 
dcc^ et de dy^. Or^ la somme de ces coefficients est 6gale ä l dans le 
developpement de du^^ a dans celui de du dv eik\ \ u^ dans celui 
de dv'^. On a donc imm6diatement 

a«H \ d^VL IdVi 
(1®) du^'^ u^ dv^ '^ u du 

156. Probleme Tl. — Soii H une foncHon de trois variables a?, y, z. 
Transfbrmer Vexpression 

d'H d^H d^K 

par les formules de iransformation des coordonnäes rectangulaires en 
coordonnäes polaires dans Vespace : 

(18) a? = usint(7C0st?, y^^uainu^uinv^ z=^uco3w. 

On simplifie le probleme en faisant la transformation en deux fois. 
Posons d'abord z« sin t^ == Ui et eliminons oo^ y par les relations 

(19) a? = WiCOst?, y=sMiSint?. 
On aura, par la Solution du probleme pr6c6dent, 

^*"' d(x^'^ dy^'^ duX"^ u\ dv^ "•" u^ du^ 

Eliminons ensuite z et u^ par les relations 

(21) z = ucoBw, t«i«usinu?. 

On aura 

/22\ ^ ^ d'H 1 (?gH 1(?H 
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Ajoutant membre ä membre les ^quations (20) et (22), il vient 



Art 

II faut oncore exprimer -^ au moyen de w, lo par les relations (21) . 
Pour cela, od forme les valeurs suivantes, analogues aux valeurs (15) : 
du==Q0Bwdz-\-9\iiwdu^y ud%o = — m\wdz -\-Ci0^wdu^ ; 
ou les substitue daus Texpression 

du ow 

et, en cherchant le coefficient de du^^ on trouve 

=8^— 8inM?-| -r— cosw?. 



du^ du u&vo 

Portant cette valeur dans (2S), on a finalement 

'*^' du*^u du^u'' \dic^^ sin to dwJ^u*sm*to dv* 

167. Probleme UI. Traasfonnatioii de Legendre. — Dans certains 
caSy les relations qui lient les nouvelles variables aux anciennes ren- 
ferment aussi leurs d6riv6es. La transformation de Legendre en est un 
exemple remarquable. 

Soit z une fonction de deux variables independantes x, y, On pose 

dz dz 

On suppose qu'il n*j alt pas de relation entre p et ^ et Ton se propose 
d'exprimer les d^rivees secondes de z par rapport a o; et a y en prenant 
p, q comme nouvelles variables independantes, et comme nouvelle fonc- 
tion, la variable u d^finie par Tequation 

(1) u=px + qy — %. 

En difierentiant cette relation et en observant que Ton a 

(2) dz=pdw + qdy, 

il vient 

du^^xdp-^-ydq, 

On en conclut, p et 9 etant indSpendants par hypothese, 

du ^ du 

puis, en differentiant ces deux relations, 



Les differentielles dx et dt/ 6tant arbitraires dans cos deux ^quations, 
on en conclut que le d^terminant 

qst different de z6ro par hypothese. Par suite, ces deux 6quations peuvent 
se r6soudre par rapport a g(p et a o^ et 11 vient 

Portant ces valeurs dans la difförentielle totale 

d^z = dpdx-\-dqdy^ 

obtenue en diftörentiant T^quation (2) et en oonsid6rant x^ y comme les 
variables indopendantes^ dx et dy comme constants, on trouve enön 

Cette formule r^sout la question. On en conclut 

d^z 1 d^u d^z ^ 1 d^u d^u __ 1 d^u 

"ä^'^lTd^' dxdy '' ~ 'R dpdq '^"^'dp^' 

EXERdCBS. 

1. Exprimer les d6riv6es de y par rapport a o; en fonction des deriv6es 
a?', x", ... de 0? par rapport a y. 

R. D^y = ~j, Dccy ^ -* D^^ = , etc. 

X x^ x^ 

2. Transformer, en prenanty comme variable indäpendante^ l'equation 

dy d^y 3/^^yY^Q 
dx da^ \dx^ ) 

R. On trouve o?'" = 0. 

3. Transformer, par la relation x =» cos t^ Tiquation 

R. y" + a*y = 0. 



4. Traosformer, par la relation aj = V 1 — <*, l'equation 

R. L'6quation conserve la mdme forme. On j remplacera seulement 
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la lettre x par la lettre t. On en conclut que y = ^{x) etant une Solution 
de rette 6qiiation, y = ^ (y 1 — a?*) en sera une autre. 

5. Montrer que Ton a, par les relations a? = r cos 6, y = r sin 6, 



dx^J 






6. Transfonner par les relations u = o^, t? « 1 : y Tequation 

R. L'^quation conserve la möme forme. On y remplacera seulement la 
lettre x par u et la lettre j/ par v. On en conclut que, si .? = ^ (o?, j^) est 

une Solution de cette equation, z = ^ (xt/, ~\ en est une autre. 

7. Soit H une fonction de trois variables aa, y, z. Transformer les 
expressions 

par la Substitution orthogonale 

x^^au + bv + ctc, a* + ^2 ^ c« = 1, aa' +bb' + cd = 0, 

y = a'w + ft'v + c'tr, a'^ + Ä>" -f c'' = 1, aa" + bb'' + cc" = 0, 
ir = a"tt + ft"t?4-c"«?. a"* + 6"' + c"'= 1. a'a" + ^'^" + c'c" = 0. 

R. Les deux expressions A^ et Aj conservent la mdme forme. On y 
remplacera seulement les lettres x^ y, z par u, v, to. 



GHAPITRE V. 



Integrales indöfinies. Methodes classiques d'integration. 



§ 1. Proc6d6s gönörauz d'intögration. 

168. Probleme des qnadratnree. — Le calcul integral est l'inverse 
du calcul difförentiel. II a pour objet de remonter des relations don- 
n^es entre les variables et leurs diffärentielles aux relations qui 
existent entre les variables seulement. 

La premifere question traitee dans le calcul difförentiel ^tait de 
trouver la d^rivöe ou la difförentielle d'une fonction donnöe f(x), Le 
calcul integral doit döbuter par la question inverse : 

Une fonction f{x) äant donnie, trouver toutes les fonctions qui ont 
f(x) pour dirwie ou, ce qui revient au mimey f{x) dx pour difpiren- 
tielle. 

Ce Probleme a re^u le nom de Problime des quadratures, d'aprös le 
problfeme de g^omötrie auquel il est ^troitement liö et que nous ^tu- 
dierons plus loin. On doit d'abord se demander s'il existe toujours une 
fonction ayant pour dörivöe f{x), ou si le produit de f(x) par dx 
constitue toujours une diffi^rentielle. Nous prouverons bientöt, en 
exposant la thäorie des integrales d^firies, qu'il en est bien ainsi dans 
tout intervalle oü la fonction f(x) est continue. Nous admettrons pro- 
visoirement ce r^sultat dans le chapitre actuel et nous supposerons 
une fois pour toutes que la condition de continuit^ est röalisäe dans 
les thdor^mes gänäraux que nous allons dnoncer. 

159. Fonction primitive. Integrale indeflnie. — Une fonction F (x) 
qui a f(x) pour d^riv^e ou f{x) dx pour diflförentielle s'appelle une 
fonction primitive de f(x) ou une intigrak de f[x) dx. 

La connaissance d'une seule fonction primitive de f(x) fournit la 
Solution complfete du problöme des quadratures. On a, en effet, le 
theorftme suivant : 
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Soit f(x) une fonction coniinue^ s%Y(x) a pour (Uf^ivSe f{x) dans un 
intervalle (a, b)^ Vexpremon 

F(a;)+C, 

ou C est une constante arbitraire, reprisente^ dans cet intervalle, toutes 
les fanctions qui ant pour dirivie f [x). 

En effet F (a?) + C a pour d^rivöe f{x) ; et, röciproquement, toutc 
fonction qui a fix) pour dörivöe, avant la m^me dörivöe que F (x), ne 
difföre de F (x) que par une constante (n° 7i). 

D'aprfes cela, la fonction F [x] + C oü C est une constante arbitraire, 
est la fonction la plus g^nörale qui ait f{x) pour d^rivöe et f[x) dx 
pour diiförentielle. Cette fonction se nomme Vintigrale xndifinie de 
f (x) dx et se reprösente par la notation 



/' 



fix) dx, 
qui comprend implicitement la constante arbitraire. 

160. Proprietes des integrales indeflnies qui resultent immediatement 
de leor deflnition. — l"" Par döfinition de Tintägrale inddfinie, on a la 
relation 

d j f{x) dx = f(x) dx. 

Donc les signes d et J se dätruisent quand le signe d est placö 
devant le second. 
Pareillement, pardäfinition, 

D ( f(x)dx = f[x). 
2« F (x) ätant une fonction priniitive de F' (x), on a 



I 



/ 



F' (x) dx = ¥ (x) + C. 

Cette öquation peut aussi s'öcrire 

d F (:r) -= F (x) + C 

Donc les signes d et J se d^truisent encore devant F (x) quand le 
signe d est le second, mais il faut ajouter une constante arbitraire ä 
la fonction F(a;). 

3° Un facteur constant peut etre mis hors du signe d*intögration. 
C'est-ä-dire que, si a est constant, on a 

j af(x)dx^a j f(x)dx. 
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En effet, les deux membres ont af(x) pour dörivöe. Donc ils ne 
peuvent difRärer que par une constante. Mais, comme ils comprennent 
tous deux une constante arbitraire^ ils ont le möme sens. 

i^ L'intägrale ind^finie d'une somme de difförentielles est ägale ä 
la somme des integrales de chacune des difiG^rentielles. Ge thdoröme 
est exprimö par la formule 

1 (m + v— lü-f ••)^= I udx+ j vdx — j wdx-\ — 

En efifet, les deux membres ayant la mßme dörivöe (u+v—w+ .), 
ne pourraient diff^rer que par une constante ; mais, commc leur 
döfinition comporle une constante arbitraire, ils ont la m6me signifl- 
cation. II est vrai qu*il y a en apparence plusieurs constantes arbi- 
traires dans le second membre, car chaque terme en comporte une ä 
lui seul, mais, comme ces constantes s'ajoutent entre elles, elles se 
rMuisent en r^alit^ ä une seule distincte. 

161. Integration immediate. — Les rösultats trouv^s dans le cal- 
cul diiförentiel permettent d'^crire immddiatement les int^rales de 
quelques difförentielles simples. En efTet, lorsque, dans Texpression 
ä integrer, on reconnatt la diffiärentielle d'une fonction connue F (x), 
il suffit d'ajouter ä celle-ci une constante arbitraire pour obtenir 
rint^grale. Cette remarque, appliquöe au lableau des difförentielles 
des fonctions elömentaires, conduit ä former le tableau suivant, 
qu'il importe de bien possöder par coDur : 

J^^ = S?T+^ Jf = Logx + C 

j sin j; (te = — -cos ic + C j cos j: (te = sin a: + C 

f-^ = tgo; + C (J^ = - cot X + C 

j cos* X ^ j sm* X 






dx 
j-j— j- = arc tg a; + C = — arc cot x + C 

— = = arc sin a; + C == — arc cos x + C 

VI— x* . 



j — = arc sec a; + G = — arc cosec x + G. 

Jx\l—x^ 

Nous allons indiquer maintenant les principaux artifices ä Taide 
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desquels on peut ramener rüitögration des difförentiellcs plus com- 
pliqu^es aux formules du tableau pr^c^dent. Ces arti&ces sont au 
nombre de trois : 1° Decomposilion en ^löments simples ; 2<» change- 
ment de variables ; 3<> int^gration par parties. 

162. Integration par deoomposition. — G'est rapplication de la 
proprietti enoncöe au n^ 160 (4<*). Si Ton peutd^composer la diffören- 
tielle f{x) dx en une somme de termes que Ton sait integrer, en 
faisant la somme des integrales de chaque terme, on obtiendra 
rint^grale de f{x) dx. 

Si f(x) esl un polynöme entier, Tint^grale s'obüendra par cette 
mälhode, car on a 

(flo + flix+fljo;« H \-anX'')dx=aoX+a^-Y+ ••• +(^''^^{+^ 

Celle m^thode s'applique aussi ä d'autres fonctions. On a, par 
exemple, 

r dx __ Hsin^ x -+- cos* x) dx _ C dx y C dx 
J sin* X cos* x~~ j sin* x cos* x ~ J cos* x J sin* x 



1 



j 



dx « 

= tg o; — cot j: + C 



sin* X cos* x 



163. Integration par substitntion. — Cette mäthode est bas^e sur 
la rfegle de d^rivation des fonctions de fonctions. 

Soit F{x) une integrale de f(x]dx. Proposons-nous de Texprimer ä 
l'aide d'une nouvellc variable t, liee ä x par Täqualion 

X = (f{t). 

Cette integrale deviendra F[(f[t)] qui a pour diffiärentielle 

¥'[^fit)]d^{t)^f[^(t)]^'(t)dt. 
Donc on a reciproquement 



j' 



f\f{l)] f' (t) dt - F[^(0] + C = F (X) + C 
et, par consöquent, 

fix) dx = \f[f it)] f' (t) dl. 



I' 



Ainsi, pour obtenir l'intägrale de f[x)dx exprimde en fonction de t 
par la Substitution x = (f (/), il sußit de faire cette Substitution dans la 
difförentielle qui est sous le signe d'intdgration. 

On voit donc que, si Ton peut choisir la Substitution de mani^re ä 

10 
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ramener f{x) dx ä une forme que Ton sait integrer, on obüendra Tint^ 
grale en fonction de t. Pour Texprimer en fonction de x, il sufüra d'y 
remplacer t par sa valeur tiröe de a; = cp ((). 

On obtient ainsi, par la Substitution x^-, 

fe«^ (/x = i fe^ d^ = — + C « — + C. 
j aj a a 

De infime, par la Substitution x « -v-. 

C dx 1 f d^ 1 4 * , r. 1 • *^ I r. 

De mäme, par la Substitution x — p = qt^on obtient l'int^grale que 
nous rencontrerons bientöt : 

r i^^==r^ arctg^ + C»arctg^=^ + C. 

Remarque. — Dans les cas simples, il est inutile d'introduire de 
nouvelles lettres et la Substitution se fait mentalement. Ainsi, on peut 
äcrire immediatement, sans passer tout au long par la Substitution 

f (x) = t, 

(^1^1 ^ Log .. {X) + C. 

C'est ainsi qu'on ^erira directement 

C dx 1 Cd(a + bx) 1 . / , l \ , r. 

r ^{x--p)dx __ (d [(x-^pr + q^] _ _ 4- «ti . c 

164. Integration par parties. — Cette möthode est une cons^uence 
de la rfegle pour diifiärentier un produit. Soient u et i; deux fonctions 
de Xf on a 

duv = udv + v du, 
d'oü 

u dv = d.uv — V du. 
II vient donc 

jttdt;= jd. UV-— ivdu, 
Mais le premier terme du second membre est ögal k uv + C et, 
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comme cette constante C peut ötre comprise dans Ic second terme, il 
resle simplement 



iu dv = UV — ivdu. 



Gelte formule renferme la rigle d*intigration par parties. Elle 
ramine rint^gration de u dv ä celle de v du qui peut ätre plus facile. 

Soit, par exjinple, ä integrer xe^dx. On pose x = u et e^ = t; (d'oü 
eP^dx^ dv). II vienl alors 

ixe^dx =^ xe^ — \ e^dx = x^ — e^ + C. 

165. Combinaison Ae diverses methodee. — On doit souvent employer 
successivement plusieurs des möthodes pröcödentes pour effecluer 
compifetement rintögration. £n voici quelques exemples : 

1^) En int^rant d'abord par parties et ensuite par Substitution, on 
trouve 

larctgj;(te=xarctga;— j j-r— ^ = arctga; ^-~ — - + C. 

2<>) On trouve, en int^grant d'abord par döcomposition et ensuite 
par Substitution, 

j a^-b^x^ 2aJ a + bx^2a} a-'bx ^ab ^ a— frx ^ 
3") Par la Substitution a; = a sin ^, il vient d'abord 

I cteV«*— ^* = ö* ) cos*cp d(p 
Ensuite, en efTectuant la d^composition par la formule 



, l-l-cos2{p 
cos* ¥ = 2 — ^- 



il vient 



C CL^ C a^ C 

aV , sin2f^ . p 
Enfin, en revenant ä la variable x, on trouve 



/' 



, v/-; T ö* . ^ , x\a} — x^ , f, 

dx\a^—x^ = -^arcsm-H — ^— ^ - + C 

^ 2 a 2 



166. Fonuules de rednction. — Pour fixer les id^es, nous consi- 
dfererons un exemple. Soit ä intägrer x'^^&^Hx. Appliquons la formule 
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d'int^gration par parties, en consid^rant ef^dx comme une diftören- 
tielle dv (n<> 164) ; il viendra 



a aj 



Gelte formule ramfene Tint^grale du premier raembre ä une integrale 
de meme forme, mais oü l'exposant n est abaissö d'une unit^. Si n est 
entier et positif, cette formule s'applique de proche en proche en 
changeant successivenient n en (7i — 1), (n — 2),... jusqu'ä cc que 
Texposant de x soil abaiss^ ä zöro. II n'y a plus alors qu'ä integrer 
e^dx, ce qui se fait immödialement. Une formule teile que la prece- 
dente, qui s'applique de proche en proche et qui permel de simplifier 
de plus en plus Tinlögrale propos^e jusqu'ä ce qu'on sache Tintegrer, 
est ce que Ton nomme une formule de 7*iduction. Nous en rencontre- 
rons de nombreux exemples. 

167. Derivation par rapport ä nn parametre. — SoitH^* ^) ^^^^ 
fonction de la variable x et du parametre a ; supposons qu'on alt 
obtenu, en consid^rant a comme une constante indölerminee, 



(1) (f(x,a)dx = ¥(x,a)+C, 



Je dis que Ton peut en döduire, en d^rivant par rapport ä a sous le 
signe J, 



(2) jD«/(a;, a) d;c = D« F (x, a) + C. 



Cette r^gle suppose seulement que les conditions de continuitö des 
derivees partielles de F qui assurent Tegalitö Fi« = F^L soient veri- 
flöes (n° 117). 

En effet, les döriv^es par rapport ä la variable x des deux membres 
de röquation (2) sonl respectivement 

D« f (x, ä) et Da; Da F (x, a). 

(]es deux d^rivöes sont ögales, car on peut intervertir par hypo- 
thfese Da: et D« , et Ton a 

Dar.DßF (x, a) = Da .DarF {x, a)=Daf(x, a). 

Les deux membres de Töquation (2), ayant mßme därivöe, ne 
diflförent que par une constante par rapport ä x. Mais, comme ils 
comprennent tous deux une constante arbitraire, ils ont exacteraent 
le meme sens. 
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Le rfsultat pr^c^dent peut 6tre gönöralis^. Eq derivant successive- 
ment T^qualion (2) par rapport ä a et en admettant toujours que les 
conditions de conlinuitö des döriväes partielles considär^es restent 
vörifiöes, on voit que Ton peut aussi conclure de T^quation (1) ä la 
suivante 



(3) jü2nx,a)dx==D^F(x,a) + C. 



La rfegle pröcödente fournit un des proc^dös les plus commodes 
pour la dötermination des integrales. Nous allons en donner quelques 
exemples : 



lo) On a 



I 



a 



Toutes les conditions de continuitä suppos^es sont remplies, pourvu 
que a soit difförent de zeiro. £n derivant n fois par rapport ä a et en 
observant que Ton a 

il viendra, par la rfegle pröcödente, 

(4) (x'^e^dx = D«' ^+ C. 

Cette intägrale a iii obtenue autrement au n^ 166. 

2°) Soit a > ; on a, comme cas particulier d'un resultat pröcedent 
(no 163), 



/: 



= T-pr-arctg Y7=- + C. 



Les conditions de continuitö ont lieu, pourvu que a ne puisse 
s'annuler. D^rivons donc n — 1 fois par rapport au parametre a et 
observons que 

nn-i 1 _/ ,v»-i (n — 1)1 . 

"^ x^ + a"^ ' (x' + a)^' 
nous obtiendrons, aprfes division par (— l)""*(n — 1)1, 

(5) T-rn — ^=7 rn-f^fl ( vT^arctg-r-pr +C. 

Les formules (4) et (5) ramfenenl le calcul d^s integrales proposöes 
dans les preraiers membres ä des deterrainations de döriv^es et four- 
nissent pour ces integrales des expressions trfes condensäes. Elles 
s'appliquent aussi bien au cas oü Ton donne ä a des valuurs purticu- 
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li^res. La formule (5), par exemple, fournit un procedä äl^gant pour 
caiculer Tintegrale classique 

dx 



/- 



Seulement, il faul effecluer les n dörivations par rapport ä a avant 
de faire a = l dans celte formule. Toutefois, le procädö le plus com- 
mode pour caiculer celle integrale en pratique n*est pas celui-lä. II 
r^sulle d*une foiinule de riducHon que nous ferons connaitre plus 
tard (no 185). 

168, Variabilite de forme de rintegrrale. — l^' L'int^grale d'une 
m^me fonclion peut s'^crire parfois sous des formes en apparence 
trfes diff(ärentes. Cela provient de ce que l'on peut s^parer de la con- 
stante arbitraire une constante d^termin^e pour la r^unir ä la fonclion 
integrale. Ainsi, au lieu de l'expression habituelle 



/l^* = arctg^+C. 



on pourra dcrire 

et ces diverses formes sont äquivalentes. 

2<*) L'inlögrale d*une möme fonclion peut sc präsenter sous des 
formes analytiques diifiörentes, lorsque x varie dans des intervalles 
dilförents. Gelte remarque s'applique ä l'intögrale 

dx 



j 



X — a 



==Log(a;— a)-f C. 



Les quantiläs negatives n'ayant pas de logarilhme reel, celte formule 
suppose x> a,^\x < a, on aura 

I = — I — ^— ^Log(a— a:) + C. 

Jx — a Ja — X ®^ ^ 

La forme de c«Hte integrale change donc suivant que x est > a ou 
que X est < a. Afin de ne pas revenir ä chaque instant sur celte dis- 
tinclion, nous conviendrons, une fois pour toules, que, lorsque la 
valeur d'une integrale renferme un logarilhme, la quantitö sous le 
signe logarithmique sera prise en valeur absolue. 
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EXERCIGBS. 



\^) Par Substitution. 



k 



doß 



sin 07 cos 07 
xdx 



=sL0gtgÄ7+C 



2^.arc<«^ + C 



{\l t'" , °=arc8ip-+C L,~ ; =— Va«— a^ + C 

tgxdx Logcoso^ + C J-j-^=_ 

2*^) Par decomposition. 

rtg«a?(ia?=tga;— a?+C ( doc \/ }l^ == avc sin x —^1^^^^+ C 



düD OD 



I 



co8a7cos2a?cos3a?ö2a?«=2( ß 



l/sinOo; , 8in4a? , sin2a7 



/ 



dw 



1 



+ 
1 



+ 



+ x 



) + C 



sin'o^cossa? 2co8^a; 2sin^a; 



+ 2Logtga?+C. 



3^) Par parties. 

jctearcsina?r=a7aPC8ina?.+ V^ — ^' + ^ 

= 07 — \/l — a?* arc sin o? + C 



j 



xdx 



arc sin o? 



Vi — a?" 

— -— =a?tfirfl? + Logcosa? + C 
cos*a? ^ ° 



e^^cosxdx = — ^ — r-r—9 - + ^ 



4^) Combinaison de diverses m6thodes. 

rV^EZ.da? = V^^^3^«-aarccos^ + C 



J: 



X ^ 

dx ax-\-b Log(acosa? + 6 sin x) 



+ C 



07« 



/ 



o?tg*a7eto==a7tga? + Logeoso? — ^ + C 
avcs'inxdx O7arcaino7 , 1 , ,, •. . ^ 



/ 



/ 



/ 






a)*arctffa!cte . , 1 . . 1 , ,, , o\ . -. 

— j-j^j — = &Tctgx[x—^arctga>)—:^Log(l+x*) + C 



1 
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N. B. Les trois derniers exercices se ram^nent ä d*autres qui pr6- 
cedent, le premier par la Substitution o; = sin cp et les deux autres par la 
Substitution x = ig<f. 

§ 2. Intögration des fractions rationnelles. 

169. DeoompoBition de la fraction a integrer. — Soll ä integrer 
rexpression 



/ 



dx 



V(x) 

oü f{x) et ¥{x) sont des polynömes entlers ä coeflTicients röels. Quand 
f(x) n'est pas de degrö moindre que F(x), on commence par effectuer 
la dlvision. Le quotieut f{x) : F(^) se d^compose en une partie entifere 
et une fraction proprement dite. L'int^grale de la partie eutiöre 
s'obtient inimediatement (n<^ 162) et Ton est ramene ä integrer une 
fraction proprement dile. 

Supposons donc que Texpression ä integrer ait 6i6 debarrass^e de 
sa partie entiere et que f{x) : F (x) soit une fraction proprement dite. 
Döcomposons ¥{x) en ses facteurs lindaires et soit 

¥{x) = (x — a)'' (x — b)^... 

On sait en döduire (n** 105) la formule de döcomposition de f[x) : 
¥(x) en fractions simples. 
Supposons que cette formule soit la suivante : 

FW ^ - a "^ (x--ay "^ - "^ -(^-_:--^7a 



x — b ' (x—bf 
+ 



(X — b)? 



\ 

Sous cette forme la fonction est preparöe pour rinlegration. Nous 
rangerons les termes de la flöcomposilion en deux catögories. La 
premiöre categorie comprendra tous les termes de la premi^re 
colonne oü le denominateur est du premier degre. La seconde catö- 
gorie comprendra tous les autres termes oü le denominateur est de 
degrö sup^rieur au premier. II n'y aura donc de termes de la seconde 
categorie que si F(^) a des racines multiples. 

170. Integpration dans le cas des raoines reelles. — Si toutes les ra- 
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eines a, i,... sont röelles, toiis Ics termes de la decomposilion sont 
imm^dialeraent int^grables et on oblienl la formule d'intägraüon 

+ ••• 

\ 
\ 

L*iniögrale se compose d'une partie logarithmique et d'uiie partie 
rationnelle. La partie logarillimique est la somme des intägrales des 
termes de la preiriifere cat^gorie et la partie rationnelle la somme des 
integrales des termes de la secoude catdgorie. 

171. Integration dans le cas des raoines imaginaires. — Si toutes 
)es racines ne sont pas röeHes, si, par exemple, les racines a, fr, ... 
sont imaginaires, les logarithmes qui figurent dans la formule (2) 
n*ont plus de sens, au moins jusqu'ä präsent, et nous verrons dans 
un instant par quoi il faut les remplacer. Mais il n*y a rien ä changer 
aux autres termes de la formule d Integration qui sont rationnels. En 
effet, ce sont bien des fonctions primitives des termes correspondants 
de la formule de d^composition, a condition de se placer au point de 
vue plus g^nöral de la difförentiation des fonctions d'une variable 
complexe. D'ailleurs les imaginaires ne jouent qu*un röie transitoire. 
II suffit de faire la somme de ces termes pour rendre ä Tinlegrale la 
forme reelle. Nous allons montrer, en effet, que, x ötant reel, les 
imaginaires se d^truisent. 

Les coefficients de F (x) etant räels, ä toute racine imaginaire 
a correspond une racine conjuguöe b du raeme degrö de multiplicitö. 
La loi de formation des coefTicients de la formule de däcomposition 
niontre ensuite (n® 106) que les coefficients A i et Bi , A^ et Bg, . . .sont deux 
a deux des imaginaires conjuguees. Donc les fractions qui sont öcrites 
sur la premifere ligne dans la formule (2) sont les conjuguees des 
fractions äcrites immödiatement en dessous dans la seconde ligne et, 
par consöquent, leur somme sera röelle. 

Les termes de la seconde catögorie s'integrent donc de la meme 
fagon que les racines a, fr, ... soient reelles ou qu'elles soient imagi- 
naires. II n'en est plus ainsi pour les termes de la premiftre catägorie. 
Lorsqu'il y en a d*imaginaires, il faut, avant d'intögrer, commencer 
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par ajouter deux ä deux les termes conjuguäs. Cela fait, nous allons 
montrer que rinlögration se fait de suite. Soient encore a, b deux 
racines imaginaires conjuguäes. On pourra poser 

a=p + qi, b^p-^qi, Aj = M + Ni, Bi = M — Nt, 

les quantitäs p, 9, M, N ^tant röelles. II vient alors, en ajoutant les 
termes conjugu^s, 

A^ _Bi__ _ M+Ni M~Ni _ ^ M(j;— p)~gN 

x—a x—b x — p — qix — 'p + qi {^— P)* + ?* 

Gelte somme est reelle, et il vient 

Ces int^grations ont m effecluöes au n^ 163. On trouve 



(8) 



|(^ + ^t)^^ = MLog[(a:-p)«4-9*]-2Narclg 



X — p 



Des rdsultats präc^denls, on conclut le thöorfeme fondamental 
suivant : 

172. Theoreme. — L'iniigration d'une fonction rationnelle peut 
toujours etre effectuie au moyen des fonctions ilimentaires. Uinii- 
grale se composera giniralement d'une partie transcendante et d'une 
partie rationnelle. La fraclion ä integrer itant dibarrassie de sa partie 
entiire, la partie rationnelle risulte de Vintigration des fractions simples 
de la seconde catigorie ; eile n*existe que si le dinominateur F{x) a des 
racines multiples. La partie transcetidante risulte de PintSgration des 
fractions simples de la premüre catigoiie ; eile se compose exclusive- 
ment de logarithmes si F [x] n'a que des racines rielles ; eile peut, en 
outre, comprendre des arcs tangentes si F [x) a des racines imaginaires. 

173. Determination direote de la partie rationnelle de Tintegrale. — 
La mölhode exposäe dans les num^ros pröcedents suflit d^jä pour 
eßectuer enpratique llnt^gration des fractions rationnelles. Mais, dans 
le cas oü rint^grale a une partie rationnelle, ce n'est pas celle qui 
donne lieu aux caiculs les plus simples. En eßet, la determination des 
coefficients de la formule de decomposition est laborieuse dans le cas 
des racines multiples, surtout si ces racines sont imaginaires. La 
mötliode que nous allons indiquer et dont le principe est äd ä Her- 
mite, permet de trouver directement la partie rationnelle de Tintdgrale 
et d*achever le caicul par Tintägration d'une fraction rationnelle dont 
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le dänominateur n'a plus que des racines simples. La ddco*mposition 
sc fait alors tr^s simplement par la forroule gän^rale du n^ 108. Cette 
mäthode repose sur les consid^rations suivantes : 

Faisons la somme des tcrmes de la premi^re cat^gorie dans la 
formule de d^composition (1). Nous trouverons une fraclion propre- 
menl dite X : P, oä le polynöme P a pour valeur 

(4) P = [x — a) (x — b) ... 

D'autre part. faisons la somme de tous les termes rationnels dans 
le second membre de la formule d'inl^gration (2), nous trouverons 
aussi une fraclion proprement dite Y : Q, oü le polynöme Q a pour 
valeur 

(5) Q=(x-fl)«-*(x-fr)^-^.. 

La formule d'int^gration (2) peut alors s'^crire 



'" iP§) ""'i + / p--^- 



+ Jl "^ - 1 + / ^ *• 



Dans cette formule, Y : Q et X : P sont des fractions proprement 
dites et ie polynöme P n'a que des racines simples. Je dis qu'une 
d^composition qui possfede ces caract^res n'est possible que d'une 
seule mani^re. 

En effet, si Ton avait deux d^compositions semblables, savoir 

Y . r X ^_ Y, 

Q 
on en deduirait, en dörivant, 

Q qJ Pi P ■ 
Supposons qu'on remplace chacune de ces fractions par son d^ve- 
loppement en une somme de fractions simples. II faudra que toutes 
ces fractions simples so d^truisent dans chaque membre. En effet, 
comme la dörivöe d'une fraclion simple est loujours une fraclion de la 
seconde cat^orie, le premier membre ne peut plus conlenir aprös la 
d^rivation que des fractions de la seconde cat^gorie, tandis que le 
second ne contient, par hypoth^se, que des fractions de la premifere. 
Ces fractions doivent donc disparailre, car on sait que la däcomposi- 
tion en fractions simples n'est possible que d'une seule manifere. On 
en conclut donc 

Q or p p; 

et les deux d^compositions suppos^es soat les memes. 
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La remarque pröc^dente perraet de döterminer directeraent Y : Q et 
X : P par la methode des coefTicients indöterniin^s. En effel, derivons 
la formule (6) ; il viendra 

Le polynöme Q, d^flni par la formule (5), est le plus grand commun 
diviseur entre F et sa dörivee et s'oblient par des calculs rationnels. 
Le polynöme P, döflni par la formule (4), est le quotient de F par Q et 
s'obtient aussi par des calculs rationnels. Les deux polynömes P et Q 
ölant connus, on remplacera dans la formule (7) X et Y par des poly- 
nömes ä coefticients ind^lermines, de degrö immödiatement inCSrieurs 
ä ceux de P et de Q respectivement. En effectuant la d^rivation indi- 
quöe et en multipliant la formule (7) par F = PQ, il viendra 

nx) --= PY' - Y ^ + QX. 

On voit de suite, Q'P etant multiple de Q, que le second membre est 
un polynöme de degrö immödialement införieur ä celui de F. En 
egalant les coefficients des mömes puissances de x dans les deux 
roembres, on aura le nombre d'^quations linöaires nöcessaire et 
süffisant pour döterminer les coefficients inconnus de X et de Y. 

Remarque. — La möthode precödente permet de trouver la partie 
rationnelle de Tintegrale sans r^soudre l'^quation ¥{x) = 0. Elle met 
immödiatement en lumiäre un fait important. C'est que la partie 
rationnelle de Tintägrale est rationnelle non seulement par rapport ä 
la variable x, mais aussi par rapport aux coefficients de f(x) et F(x). 
Getto möme remarque s'applique ä la fraction X : P, qui reste ä inte- 
grer pour obtenir la partie transcendante de Tintägrale. 

174. Application. — Pour mieux faire saisir la methode d'intägra- 

tion pröc^dente, nous allons T^claircir par un exemple. Soit ä intögrer 

la fraction 

fix) ^ 1 
F{x] (a;3 — 1)«' 

Puisque F{x) a des racines multiples, Tint^grale a une partie ration- 
nelle. On commencera par la determiner par la mdlhode du nuraäro 
pr^cädent. Le polynöme Q de la thöorie gän^rale s*oblient en dimi- 
nuant d'une unilö Texposant des facteurs simples de ¥{x) ; il sera donc 
dgal hx^ — 1, car cette fonction n*a que des racines simples. Donc P 



est aussi ögal di x^ -— i. Les polynömes inconnus X et Y seront, par 
suile, du second degri. On posera, pour les dälerminer, la formule 

ax^ + bx + c . C dx^ + ex + f 



C dx ax^ + bx + c f 

J ~(i3^~{7 ~ a^ — i "^ J 



dx. 



x^ — 1 

On ^gale les därivees des deux membres et on chasse les d^nomi- 
nateurs. II vient 

1 = (x3 — 1) (2flx- + b) — 3x' [ax''-\-bx^-c) -\-(3^'-\) (dx- +ex + f). 

L'identification des deux membres fournit le systfeme d'öqualions : 

d-=0. e — a^O, /•— 2fr = 0, 

d + 3c = 0. e4-2rt = 0, f+b = — \, 

d'oü Ton lire les valeurs des coefficients inconnus : 

d = 0, a = 0, fr = — 1 : 3, 

c = 0, « = 0, / = — 2:3. 

On aura donc 



(8) 



r __ dx_ ^ ___\_ _x 2 r dx 

J (^ — i)2 - 3 i3 — 1 3 J ^3 __ I 



On a ainsi obtenu la partie rationnelle de Tint^grale et il reste a en 
calculerlapartie transcendante. Celle-ci exige la recherche des racines 
de x^ — 1, qui n'a plus que des racines simples. Ges racines a, b, c, 
ont pour valeurs : 

— l+iV3 , . . — l-iV3 

On a la formule de döcomposition 

1 A , B , C 

+ z ü ~r 



ä^ — 1 X — a X — b X — 1 

Les coefficients se caiculent par la rfegle du n^ 108. La dörivöe de 
x^ — \ ölanl Zx^ et a* ötant egal ä un, on a de suite 

^"3a2 3 6 ~^ + ^» 

\ 
et, de raöme, B = M — Ni, C == g^. II n'y a plus qu'ä appliquer la for- 
mule (3). On Irouve 



/ 



+ i Log {X - i) + C. 
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Portant cette vaieur dans (8), il vient enfin 
dx 1 o; . 2V3 



/ 



(x^ — \f 



3 x» — 1 



+ 



arctg 



ix + i 



\ 



+ 9 Log 



9 --^ V3 



L (x^\f 



+ C. 



175. Methode de Hermite. — Les r6sultats obtenus au n^ 172 peuvent 
dtre 6tablis directement per la m6thode suivante, iDdiquee par Hermite, 
qui se rattache au proc6d6 de decomposition du n^' 109 et qui ne s'appuie 
pas 8ur la resolution de Fequation F {x) = 0. 

Apres avoir mis, comme au n^ 109, F (x) sur la forme 

F(a:) = P,P|PJ..., 

oü les polynömes P,,. P^,... sont sans racines multiples, on en deduit par 
des calculs rationnels (n^ 109) 



(9) 



m 

V{x) 



-=^+?^ + 4+ 



p2 

2 



p3 



Pour int^rer la fraction rationnelle, on aura donc ä integrer une 
somme de fractions proprement dites, du type göneral 



OÜ le polynome 9 n'a que des racines simples. 

Cette Integration peut se faire de la mani^re suivante : 

On n*observe que ?, n'ayant que des racines simples, est premier avec 

sa deiivee 9\ On determinera donc par des calculs rationnels deux 

poljnömes A et B, satisfaisant a la condition 

A ^ + B ff« = ^. 
On en tire 

ensuite, par une int^ration par parties, 
On peut abreger cette formule en convenant de repr^senter par 



m 



m 

L n _ 

la vaieur de la fraction algebrique ^^ d6barrassee de sa partie entiere. 

n 

Les parties entieres devant se detruire dans Tequation prec6dente, on aura 

C'est une formule de räduciion qui ramene Tintegration de la fraction 
proposee ä celle d*une fraction de meme forme mais ou Texposant n est 
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abaisso d'une unite. En Tappliquant de procho eii proche, on pourra r6- 
duire Texposani n jusqu'a Tunite. U vient alors, par Taddition des parties 
d6ja int^gr^es, M et N ^tant des poljDomes, 

Od appliquera ce procede de calcul ä chacun des termes de la for- 
mule (7) sauf le premier. On ajoutera d*une pari les parties integrees, 
d'autre part les fractions sous le signe d'intcgratiou. On obtiendra le 
resultat trouve au numero pr6cedent : 



}¥{x) Q +J P '^• 



EXERCIGES. 

1. Demontrer les formules suivantos : 

07* — 5a?2 + 4 3 *^ (o? — 1) (x -\-2f '^ 
a^ dx 1 _ X — 1 , V2 . X 

a;V3 



I 

C dx ^\ ( 1 + 07)^(1 +a? + ^') \ a?V3 , p 

J \-^x^ \2 ^^\\--xY'\\-^x-^oi^y'2\i%^^^^\--a^ 

2. Soit f(x) uu polynome de degre < n ; demontrer la formule 

J ^n - (^lyr K" {m Log (. - «)] + c. 

R. C'est une application de la m6thode de d^rivation du n<* 67. 

On a, P(ä?, OL) designant un poljnome de degr6 < n par rapport a a. 



X — a ^ ' ' /jj — ^ 



On integre par rapport a a?, puis on derive (n — 1) fois par rapport 
ä a ; on trouve la formule proposee. 

3. Soit/'fo?) un poljnjme de degre <2n, On le met sous la forme 
» [a?) -\- x^ [ot?) oü ^ et «j/ sont des poljnomes en a?*. Soit a > ; on aura 



j 



\m^ -S^C- r!fci!-.roi,.^.+t!32)L»,^+a, 



(a;« + a)« (n— I)! « 



L Va Va 



+C. 



R. Solution analogue ä la prec^dente, 



— 160 — 

§ 3. Intögration des irrationnelles algöbriques. 

176. On a vu dans le paragraphe precödent que rint^gration des 
difförentielles ralionnelles peut toujours se faire au nioyen des 
fonclions älemenlaires. II n'en est plus ainsi pour les diflKrentielles 
irrationnelles, sauf dans des cas parliculiers. Lorsque cetle intdgration 
est possible, eile se fait gönäralement par Tun des deux proc^des 
suivants : 1*>) ou bien on rend la diflförentielle ralionnelle par une 
Substitution de variables, ce qui ramene au cas pr^cedent; 2**) ou bien 
on ötablit une fonnule de rMuction qui fait döpendre Tint^grale 
cherehöe d'une integrale plus simple, celle-ci d'une aiitre plus simple 
encore, et ainsi de suite jusqu'ä ce que Ton arrive ä une integrale 
connue. Nous rencontrerons d'abord des applications de la premifere 
mäthode. 

177. Theoreme. — Si a, fr, c, d sont des constantes quelconques; 
OL, ß,... des exposants rationnels et R (x, y, «,...) une fonction ratlon- 
nelle de x, y, :5,..., tintigrale 

est riductible par une Substitution rationnelle ä celle d^une differentielle 
rationnelle, 

Soit m le plus petit commun denominateur des fractions a, ß,... et 
t une nouvelle variable; la Substitution 

ax + b ,,„ p , dp' — b ... 

r-j = t"\ d ou X = ;- = p (t) 

ex + d a — ct^ ^ ^ 

rendra la differentielle rationnelle. En effet, Tint^grale devient ainsi 



/ 



R p(0, t'^'^'y t'^'?,... p' (0 dt 



et la differentielle sous le signe integrale est devenue rationnelle, car 
p (/) et, par suite, p' (0 sont des fonctions ralionnelles de t et les 
exposants rwa, mß,... sont entiers. L'intögration se fera par les 
procödös du paragraphe prec^dent. On reviendra, s'il y a Heu, ä la 
variable x par la Substitution 

ax + b\m 
XX + dj 

Dans les applications, on rencontre souvent le cas oü la fraction 
{ax + b) : (cx + d) se röduit ä In variable x elle-möme ou ä une 
fonction Unfaire de a?, comme dans les exemples suivants : 
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Par la Substitution x = (*, il vient 

X* -f- X^ 

- 3^2 _ 3 Log (1 + f« ) 4- G 

= 3x3 — 3 Log (1 + x^) + C. 
Par la Substitution x — l = t^, i\ vient 



[{x—iy , 3 



^2V^-1 [' 7 + ^(^-l)* + aj 



+ G. 



178. DiffBrantielles qui renferment laraoine oarree d'im polynome 
du second degre. — Soit R (x, y) une fonction rationnelle de x et de y; 
8% ron y fait 

y -^ \/ a + bx + cx^ , 
Fint^rale 



I 



R {X, y) dx 



est reductible par une Substitution rationnelle ä celle d'une diffirentielle 
rationnelle. 

La transformation doit etre choisie de roanifere ä ^viter l'introdue- 
lion des imaginaires quand les donnöes sont reelles. On y arrivera par 
Tune des deux substitutions suivantes : 

1") Si les racines de (a + fra; + cx'^) sont räelles, la Substitution est 
fournie par le thöorfeme pr^cödent. Soient, en eßet, a et j3 ces deux 
racines, il vient 



y 



Vc (X- - a) (X ~ ß) = (X - a) Y ~^Z^- 



Donc y et, par suite R [x, y) sont des fonetions rationnelles de x et 
de ce dernier radical. La rationalisation se fera par la Substitution 

c{x-?) 



X — a 



= t\ 



2*>) Si les racines de (a +bx -^ cx^) sont imaginaires, le coefficient 
c devra etre posilif pour que le radical soit röel, sinon le trinöme, 
ayant toujours le signe de c, serait constamment nögatif et sa racine 
imaginaire. 

H 
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Donc, quand les racines sont imaginaires et, plus göneralement, 
quand c est positif, on peut poser 

y = t± x\7^ 
d'oü Ton lire, en ölevant au carrö et en remplapant y^ par sa valeur, 

a + bx = t^ ± 2te Vc". 

Cette relalion est unfaire par rapport ä x. On en tirera donc, p {t) 
däsignant une fonction rationnelle, 

x = p (0, dx = p' (0 dt, y==t±p(t)WF, 

On substituera ces trpis valeurs dans Tintegrale et la fonction ä 
integrer sera rendue raüonnelle. Aprös Tavoir int^gröe, on reinplacera 
t par sa valeur 

^ = y/a + bx + cx^ rp x ^c. 

Remarque. — Lorsque le coefficient a est positif, la seconde Substi- 
tution s'appliquera, aprfes avoir remplacö x par -, car on aura 



\ a + bx + cx^ == '^'''' + '^' + ' 

z 

et le coeflTicient de z^ sera positif. La diflförentielle sera rendue 
rationnelle, en posant 



y/az^ +bz + c = t ± z Va. 

Cette transformation revient ä poser, sans passer par rintcrmödiaire 
de^, 

y = \/ a + bx + cx^ = ± Va + tx. 

Donc, quand a est positif, cetlc dernifere relation dößnit une 
troisidme Substitution, dont on peut se servir pour rendre la diflfö- 
rentielle rationnelle. 

179. Interpretatioii geometriqne. — On peut donncr une interpreta- 
tion geomeirique aux substitutions du num^ro precedent et les comprendre 
dans une transformation plus generale. 

Consid6rons la conique 

(1) y^ =a + bx-{- cx^. 

II s*agit d*exprimer les coordonn^es x, y de tous ses points en fonction 
rationnelle d*un parametre t. A cet eifet, soient [ietv = ya + ftfJL + cjjl* 
les coordonnees d'un point fixe de la courbe. L'equation 

(2) (y-.v) = ^(a;-ti), 

oü i est un parametre variable, reprösente un faisceau de droites passant 
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par le point ((a, v) et qui, par consequent, ne rencontrent plus la courbe 
qu'en un seul autre point. Donc les coordonnees de ce point s'exprlme- 
ront en fonction rationelle de i. On le verifie d'ailleurs facilement. 
L'equation de la conique peut s'ecrire 

(3) y2— v«=ft(^- — |jl)4- c(d^« — hl«) 

Divisant les equations (S) et (3) membre k membre, il vient 

(4) , + .^'-±^±11 

Les equations (2) et (4) forment un Systeme- d'equations du premier 
degr6 en o; et y et on tire les yaleurs de or et 5/ en fonction rationnelle 
de^. 

Si le point (fx, v) est un de ceux oü la conique coupe Taxe des x^ on 
trouve la prenoiere des substitutioos du n® prec^dent. Si le point (jji, v) 
est un de ceux oü la conique coupe l'axe des y, on trouve la troisieme. 

La seconde des substitutions du n^ precSdent s'obtient en coupant la 
conique par un faisceau de droites paralleles ä l'une des asyinptotes 

1/ = i ± X VC 

Ces droites rencontrent la conique en un seul point, dont les coordon- 
nees seront donc aussi des fonctions rationnelles de t 

180. Difirentielles rednctibles anx preoedentes. — L Soit R (x, y, z) 
une ftmction rationnelle de x, y, z ; on peut räduire atcx prdc^dentes 
par une Substitution de variables les diffärentielles de la forme 

\ \^ mx -\-n Y mx + n / 

oü a, b, c. df m, n, sont des constanies quelconques, 
En effet, posons, ce qui rendra le premier radical rationnel, 

cu v + b . nt^ — b 
i — =Ä ^, d ou x = ; 

il vieudra, en substituant cette valeur de x, 

ex -\- d {cn — dm) ^ — (c6 — da) 
mx -Y n na — mb 

Donc, si Ton exprime la differcntielle proposee au moyen de t^ eile 
ue renfermera plus d'auiic irrationnalite que 



\j{cn — dm) t- — [cb — da) 
et eile sera de la forme suppos^e dans le theoreme precedent (n*' 178). 

n. Les diffärentielles de la forme 



R [x, \Ja + bX'\- cx^ , VA + Bx + Cx^ ) dx 
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sont aussi räduciibles aux präcädentes^ pourvu que les deux irinömes 
a + ^^ + c^ et A -\' Bx + Coi^ aient une radne commune. 

£n e£fet, en d6composant ces trinomes en leurs fa^teurs et en suppo- 
sant que x — « soit le facteur commun, [x — ß) et (x — y) ^^^ ^*^^^ 
facteurs difierents, on a 



yJa + bx-\- cx^ = (x— «) \ / c ^— -^ 



VA + B:r + Cor* = (, 



ce qui ramöne au cas que nous venons de traiter. 






181. Integrales abeliennes. — On donne ce nom aux integrales de 
la forme 



/ 



R (x, y) dXy 



oü R d^signe une fonction rationnelle de :r et de y ; cette demiere 
quantite ^tant elle-m6me une fonction algebrique döfinie par une 6quation 
F(a?,y) = 0. 

Lorsqu'il est possible d'exprimer rationnelloment les coordonnees de 
la courbe F {x^ j/) » au mojen d'un parametre t^ on dit que la courbe 
est unicursale, On aura, dans ce cas, 

Prenant t comme nouvelle variable, Tint^grale deviehdra 



/ 



R [ ? (0, ^ m ?' (0 dt. 

et eile se d^terminera sans difficult6, la differentielle etant devenue 
rationnelle. 

Les coniques en particulier, ainsi qu'il resulte du n^ 179^ sont des 
courbes unicursales. C'est dans la theorie des courbes algebriques qu'on 
indique les caracteres distinctifs dos courbes unicursales et le moyen de 
trouver les fonctions <p [t) et ^ (t). L*examen de cette qucstion ne peut 
trouver place ici. Nous nous contenterons d'indiquer un exemple assez 
gön^ral. 

Supposons que la fonction y soit döfinie par Tequation 

?m (^, y) + ^m^i (x, y) = 

oü <pm et «Pm-i designent des poljnomes homogenes de degr^s meim — 1 
respectivement. Posons y = (x ei supprimons dans l'^quation le facteur 
commun x^"^ ; eile donnera 

?m (1. «) ?m (1, <) 
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Ces ezpressioDs sont rationnelles. On pourra donc m\Agrer toute 
differentielle de la forme R (x^ y) dx. 

182. ApplioationB de la theorie du 7i9 178. — I. Gonsidörons d'abord 

rintögrale 

dx 



i 



^a + bx + x* 
On applique la seconde transiormation ; on pose 

\a + bx+x^='t — x, d'oü a + bx = t^ — itx. 

Diffi^rentiant la dernifere relation, il vient 

dx ^ idt 
t — x ft + 2f 
et, par cons^quent, 

\j ^a+Z+x^ =/r^°^^g(l + + ^ 

(1) .fr ^ 

f = Logl^ + x+y/a+bx+x^j + C. 

On rencontre souvent le cas oü 6 » ; il vient alors 



(2) 



f dx ., 



II. Consid^rons ensuite l'intögrale 

dx 



/ 



^a + bx — x^ 

On pourrait utiliser la premifere transformation, mais le calcul se 
fait plus facilement en observant que 

a + bx^x^ *" v"'"Ty~" (^""ä)' 
On posera, a ätant une constante et t la nouvelle variable, 



il viendra 



(8) 



b^ . b 

a + ^ = a% x — ^ = a.t. 

r dx r dt 

4/ . I. — T^^ ^ v/T-'== == arc sin t + C 
J \a + bx + x^ J \ l — t^ ' 

2x — fr 
= arc sin -l r 



III. On rencontre aussi fräquemment les integrales 

dx 



i 



X ^ax^ + bx ± i 
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. Elics se ramfenent immädialemeiit aux deux pröcedentes par la Sub- 
stitution X = 1 : «, dejä signal^e au n° 178. II vient donc 

! C dx C dz 



(4) 



x\ax^ + bx + i J\a + bx + z* 

dx C dz 



(6) 




=T Jvä 



SJax'^ + hx—\ J\ a-^bz — z^ 

f bx 2 

= arc sin . . ] + G. 

^xYb^' + ia 



Ces derniferes formules donnent lieu ä deux cas particuliers (vi- 
quents, savoir 

'" ' -,i^e( <-V<-» ')+r. 



(f) 



C dx . 1 , ^ 

^ , = — arc sm - + C 

J X V.r2 — 1 ^ 



IV. Les deux integrales suivantes : 

r dx^ C dix 

j V« + bx + cx'* J^x — m]\ a + bx + cx^ 
se ramfenent ä Celles qui pröcfedent en prenant respectiveraent comme 
nouvelle variable 

z ^ \~±~c X, z ----- \±c (x — m) 

et Ton d^termine le signe ambigu de manifere que ± c soit positif. 

183. Cas d'integrabilite des differentielles binomes. — Les inte- 
grales des diflförentielles binömes sont de la forme 



/■ 



x'^(a + bx'')Pdx 

oü a et fc sont des conslantes quelconques, diflKrentes de z^ro, et 
m, n, p des exposanls rationnels, egalement ditfärents de zöro. 

On peut toujours admettre que la variable x est positive. En eflel, 
si eile ne reiait pas, on coramencerait par changer son signe et la 
forme de Tintegrale ne serait pas alteröe. 

Ceci posö, faisons la Substitution 



1 • * 
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t däsignant un8 variable positive ; l'int^grale deviendra 

Ijt " (a + bt)Pdt. 

D&ignons par q Texposant de t, de sorte que q = (^^-0- On 
est ainsi ramenö ä ötudier Tint^grale 

® (P, 9) = |(fl + bt)^ ^^ dt. 
On a alors le thäorfeme suivant : 

Vintigrale cp (p, 9) est riductible d ce//e d^une differentielle rationelle 
par le thiortme du n* i77, st Vun des trois nombres p, q ou p -\- q est un 
entier, positifou n^gatif. 

£n efiet, selon que p ou q sera entier, on aura immödiatement, 
R dösignant une composante rationnelle, 

? (P, 9) = Jr» ^ l"] dt, f (p, g) = Jr [{a + bt)^, t'jdt, 

et si p + g est entier, 

ce qui ramfene au thdoröme önoncö. 

Si nous remontons maintenant ä Tintägrale propos^e en premier 
lieu et si nous observons que q est ^gal ä ^^^-s nous obtenons le 
th^oröme suivant : 

L'intigrale d'une diffirentielle binöme est riductible ä celle d'une 
differentielle rationnelle ety par suite, Vintegration pourra se faire au 

moyen des fonctions algibriques, logarithmes et circulaires, si Cun des 

.m + 1 m + 1, ,,. 
trots nombres — ' — ou p ou = h P ^st entter. 

n ^ n ^ 

Tchebichef a dämontrö {*) que, en dehors de ces trois cas d'intä- 
grabilit^ pratique, Tint^grale ne pourra pas s'exprimer au moyen des 
fonctions ölömentaires. On devra donc se borner alors ä les raraener 
ä la forme la plus simple en se servant des möthodes de röduction que 
nous allons indiquer. 

1 84. Fommlea de rednotion des integrales de diffisrentielles binomes. — 
Nouspouvons supposer que Tintegrale de la difförentielle binöme ait 
6i6 präalablement ramenee, par les substitutions du numero pr^cö- 
deut, ä sa forme simplifiee 

^{p,q)=-j[a + bt)Pt<^ dt. 

(^) Sur rint^gration de difförentieUes irrationnelles. Journal de Lionville 
T. XVIII, 1853. 
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r 

On a alors le th^or^me suivant : 

Saufles cas d'intSgrabilite pratique, o(p,q) est ridnctible ä desfonc- 
tions algSbi^ties et a une autre integrale de mime forme oü chacun des 
exposantsp ou q est augmenti ou diminui d'autant d'unit^s qu'on le veut. 

Considerons, cn eßet, les deux identit^s : 

(a + bt) {a + bty ^'^ == a (a + bi)P f« + ft (a + bt)P /«+ * 
D . (fl + fr^)^ ^ * ^« + * = (p + 1 ) i> (a + bt)J> /^ +* + (? + 1) (fl + fr^)!' + U<^ . 

En les intdgrant (ce qui revient ä faire une Integration par döcom- 
Position et une intögration par parties), on obticnt les deux äquations 
correspondanles : 

? (P + 1, 9) = fl f (p, 9) + * ? (p, « + 1), 
{a + bt)P-^-H^^-' = (p + i) fr cp (p. g + 4) + (« + 1) T{p + 1, q). 
Entre ces deux ^quations, on peut öliminer <p (p + <, g) ou bien 

? (P» 9 + !'• En r^solvant alors par rapporl ä cp (/?, 9), on trouve les 

deux forinules : 

Ces formules fönt döpendre <p (jp, 9) d'une integrale de mÄme forme, 
mais oü p ou 9 est augmentö d*une unitö. Les deux suivantes, qu'on 
en d^duit en les r^solvant par rapport aux integrales des seconds 
membres, mais en renipla^ant ;? par p — 1 dans la .premiferc et 9 par 
9 — 1 dans la seconde, savoir : 

/ox t \ [a-rbi)Pi^'^' ,09 t A ^ 

,As i i \ {a+bt)TP'^^tfi ap , ,, 

(4) *T(P.«)-^+7+i ^+J+\^^r>.q-\) 

fönt döpendre y (p, 9) d*une integrale de meme forme, mais oü p ou 9 
est diminuä d'une unite. Aucune des quatre derniferes formules ne 
peut devenir illusoire, car aucun des nombres p, 9, p + 9 n'eitant 
entier, aucun des denominateurs p + l»9 + l>P + 9+l ne peut 
etre nul. 

L'emploi des formules (1), (2), (3), (4), permet donc d*augmenter ou 
de diminuer <rautant d'unites qu'on le veut un des deux exposants 
p ou 9, Sans toucher ä Tautre. On pourra donc, de proche en proche, 
faire dependre cp [p, 9) d'une autre integrale de möme forme, mais oü 
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p et g seront compris entre deux entiers consöcutifs choisis ä volonte, 
par exemplc et 1. Comme eile n'est plus susceptiblc de r^duction 
ultörieure» on devra la considerer comme une nouvelle transcendante. 

185. TJsage des formules de redncüon dans les cai d*integrabilite 
pratiqne. — Dans les cas d'integrabilit^ pratique, les formules de 
reduction peuvent devenir illusoires. Mais cette dventualitä ne se 
präsente que pour des valeurs exceplionnelles de p ou deq et les 
formules peuvent servir, dans beaucoup de cas, ä simplifier ou mSme 
ä eßectuer Tintegration. Nous allons en donner des exemples. 

Nous pouvons toujours supposer, dans le cas d'int^grabilitä, que ce 
soil Tun des exposants p ou g qui est entier. En effet, si p + ? ötait 
entier, on ferait la Substitution t = l : z.ll viendrait 

'f (Pf 9) = — ) z'P-^' 2 (j ^_ az)p dz, 

ce qui ramenerait au cas pr^c^dent. 

Supposons, en premier Heu, que les exposants j? et q soient entiers 
tous les deux; je dis qu*on pourra les r^duire tous les deux ä Tune 
des valeurs ou — 1 . En effet, si les deux exposants p, q sont 
nögatifs, on les ramfenera ä — 1 par Teraploi des formules (1) ou (2), 
qui ne deviennent illusoires que si p + 1 = ou si 5 + 1 = 0. Si un 
seul des exposants;?, q est n^gatif, on commencera par le röduire ä 
-— 1; apräs cela, on pourra abaisser Tautre ä zöro par les formules 
(3) ou (4). Celles-ci ne seront pas illusoires, car p + q + i ne 
s'annulera pas au cours de la reduction. Enfin, si p et 9 sont tous 
deux posilifs, les formules (3) et (4) permettent de les r^duire tous 
deux ä zäro. Dans ces divers cas, le caicul de Tint^gral röduite sera 
devenu imm^diat. 

• Supposons, en second lieu, qu'un seul des exposants p ou 5 
soit entier. On voit alors immediatement que les formules ne de- 
viennent illusoires que si Ton veut r^duireTexposant entier de — 1 ä 0. 
Donc elles pourront toujours servir ä röduire Texposant entier ä 
s'il est positif et ä — 1 s'il est n^gatif. Dans le premier cas, Tinl^ra- 
tion sera imm^diate. Dans le second cas, eile sera simpliHee, mais on 
devra Tachever par les melhodes de rationalisation. Ces diverses cir- 
constances se prösentent dans les applications suivantes : 

I. Consid^rons d'abord la diffärentielle binöme 

dx 

(1 + X^}i^ 



j 
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oü p est entier et positif. Par la Substitution x = \t, il vient 

Donc Teraploi de la formule de röduction (1) permettra de röduire 
Fexposant p ä 1. II viendra ensuite, ce qui terminera le calcul, 

_i_ 
et ^dt a. C dx ^ , . ^ 

II est clair d'ailleurs que la formule de röduction (1) peut etre ex- 
primöe directement au moyen de x. On trouve alors, en remplagant t 
par x^ dans cette formule et en divisant par % la formule de röduction 
suivante, qu'il est facile d'ötablir directement : 

dx 



r dx ^ _j^ ^_ 2p — 3 r 



(1 +.T2)P-i 



II. Considörons maintenant Tintegrale 

x^dx 



/ 



Vi— a;«' 

dans laquelle m d^signe un entier positif ou ndgatif. Par la Substitution 
a: = (, on aura 

Suivant que m sera positif ou nägatif, on se servira de la formule(4) 
ou de la formule (2). Elles permettent de ramener l'exposant ^^ 
ä la valeur - y si m est pair et ä Tune des valeurs ou — 1 selon que m 
est impair positif ou ndgatif. Alors m aura une des valeurs 0, i et — 1. 
En revenant ä la variable x, on aura ä effectuer une des trois inlö- 
grations 

r dx r xdx C dx __ 

qui ont pour valeurs, ä une constante prfes, 

arc sm a:, —\\ — x^^ Log ~ » 

la dernifere ayant ^tö calculöe au n<> 182. 



in. Dans la th^orie du pendule, on rencontre Tintegrale 

X"*- dx 
Vax — x^ 



i 
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Ge n*est plus une integrale binöme, mais oq la ram&ne, ä son 
choix, a l'une des deux integrales binömes consid^röes ci-dessus. 
En eifet, si Ton pose Ics relations 

X =^ ai^y \! ax — x'^ = xZj 

on trouvera, apräs quelques räductions faciles, 

dz 



C x^dx C i^'^dt c 



(1 + ;5«)^+* 

Ce qui ramene, en m^me lemps, Tune ä Tautre les deux intögrales 
precädentes. 

186. Cas particoliers simples des integrales binömes. — Parmi les 
cas d'inlägrabilite pralique de l'intögrale <p (p, 5), ii y en trois que Ton 
peut consid^rer comme des cas d'inUgrabiliti fädle. Ce sont ceux oü 
Tune des quantiles p, g ou — (p 4- ? + 2) est un entier posilif. 

En effet : 1®) Si p est entier et positif, en döveloppant (a + btY par 
la formule du binöme, Tint^grale 



^{a+bt)^t^ di 



se caiculera immediatement par döcomposition. 2^) Si q est un entier 
positif, on prendra a + ht pour variable, ce qui ramfenera au cas 
präc^dent. 3*») Si p 4- ? -|- 2 est un entier n^gatif, la Substitution 
( = 1 : 2, consideröe au döbut du nuraöro precedent, ramönera au cas 
que nous venons d'examiner. Dans ces divers cas, Temploi de la 
formule de röduction sera donc rarement avantageux. 

En particulier, dans Tapplication II du numäro precedent, le troi- 
sifeme cas d'intigrabiliU facile se rencontre si m est pair et nögatif. 

EXERCIOES. 

1. Integrales ä calculer par le theoreme du n® 177 : 

i_ 
oi?dx r doo r\jL^x^ 



— jdx 



r ocrax r ax r 

J Va?— 1 J x\är+bx J 

" \-\-x^ 

Jdx r r r xdx 
,% / f (^ + ^^) ^ ^^^^^^ "T 



(1+Ä')3— (1+Ä?)2 
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2. Integrales k calculer par le theoreme du n^ 178 . 

dx 1 . x\/2 , ^ 

= —=. arc tg — -- -hC 









=-'->Logy^_+^+f_y2.+c 



/ 



(1— a?«)Vl+a?- V2 "VI+S^" 
rr"^ — ü7 . "'~ ^==— 2arctg- — ' ^— ^ — -'+0. 



3. Differentielles blnömes ä integrer. 

x^cUc aj{a7«— 3) 3 



f = — ~4-p=^— ^ arc sin a? + C 

(1 — 0?') ^ 

4. Montrer que toute diflRSrentielle hmbzxiQ x'^[a + bx^)^dx peut, a 
part un facteur constant, se ramener a la forme 

8in^<pcos^<pd<p, 

oü {JL et V sont des exposants rationnels. 

R. On y arrivera par Tune des trois substitutions suivantes : Si(a+fta?'*) 
et a sont de mdme signe, on posera 

fl + ^a?« , 1 



— COS*«P ou == 



a • cos*^ 



Selon que le premier merabre est < ou > 1. Si {a + bx^) et a sont de 
signes contraires, on posera 



a 



-~tg«^ 



§ 4. Intögration des fonctions transcendantes. 

187. Bationalisation. ^ Un grand nombre de ditförentielles, qui 
renferment des fonctions exponentielles et circulaires ou leurs 
inverses, peuvent 6tre rendues rationnelles par un changemeut de 
variables. Elles se ram^nent alors ä la forme 

R (u) du 

oü R d^signe une fonction rationnelle. 

II y a des cas simples oü la Substitution qui conduit ä ce r^sultat 
est immödiatement apparente dans la dififerentielle propos^e. Teiles 
sont les diffiärentielles 

R (e^) (Fdx, R (Logo:) ^, R (arc tg x) ^^^. etc. 
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qui se ramfenent ä la forme indiquöe par les substitutions 
e^ = tt Logx^u arctgj- = M, etc.. 

Mais on peut aussi rendre rationnelles des diffdrentielles, pour les- 
quelles la Substitution couvenable est moins facile ä apercevoir et 
nous allons en examiner quelques types g^nöraux. 

188. DüKrentielles de la fonne R (sino;, coso;) dx. — Plusieurs 
substitutions difförentes peuvent servir ä rendre rationnelles les 
difßirentielles de cotte forme oü R d<isigne une composante rationnelle. 
Avant de faire connaitre ces substitutions, nous ätablirons le thöo- 
rfeme purement alg^brique que voici : 

Toute fonction rationnelle de deux variables R (x, y) peut se ramener 

ä la forme 

K + Bx + Gy + Üxy 

oü A, B, C, D, sont des fonctions rationnelles de x- et de y^, 

En eflfet, remarquons que R est le quotient P : Q de deux polynömes 

et consid^rons T^galitd 

j^^?(x,y)^ ?(x,y)Q{-^x.y)Q{x.^y)Q{^x,-^y) 

Q (^, y) Q C^'» y) Q (— ^% y) Q (^, — j/) Q (- ^, — y) ' 

Le dänominateur du second membre est un polynöme. Quand on 
aura efTectuö les multiplications et les r^ductions, ce polynöme ne 
contiendra plus que des puissances paires de x et de j/, car il reste 
inaltörö par le changement de ic en — x et aussi par celui de y en — y, 
Dösignons ce polynöme par Qj. 

EfTectuons aussi les multiplications indiquäes au numörateur et 
consid^rons le nouveau polynöme ainsi obtenu. Soient : 

1° Ai la somme des termes de ce polynöme oü a; et y ont des expo- 
sants pairs (et nous comprenons Texposant dans ce cas) ; 

^ B|X la somnie de ceux oü y a un exposant pair et x un exposant 
impair ; 

S"" Cij/ la somme de ceux oü x a un exposant pair et y un exposant 
impair ; 

4^ D^xy la somme de tous les autres termes oü o; et y auront donc 
des exposants impairs. 

Toules les quanlilös Ai, Bj, Ci, Dj et Qi seront encore des poly- 
nömes, mais qui ne contiendront plus que des puissances paires de x 

et de y. Or on a 

^__V _A, + B,x + C,y + D,xy 

et ce rösultat est äquivalent au thäor^me änoncö : 
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Reinpla(^ons maintenant xeiy par sin x et cos x et considerons la 
difförentielle 

R (sin X, cos x) dx. 

Yoici les principales substitutions qui permettent de la rendre 
rationnelle : 

I. Si R est une fonction impaire de cos x, c'est'ä-dire une fonction qui 
ne fait que changer de signe quand ort y remplace cos xpar — cos Xy 07i 
rendra R dx rationnelk par la Substitution 

sin x = z. 

En effet, R peut se mettre par le th^orfeine pröcedent sous la forme 

R = A + B cos a; + C sin a; 4- n sin x cos x, 

oii A, B, C, D ne döpendent que de sin*:r, cos^o;. Pour que R change 
simplement de signe quand on remplace cos x par — cos x, il faut que 
A et G soient nuls. Donc 

R = (B + D sin a;) cos iC = Rj (sin x, cos*a;) cos x, 

Ri designant une nouvelle fonction rationnelle. Par la Substitution 
propos^e, il viendra 

Rrf^ = Ri (z,\ '-z^)dz 

et la difterentielle est rendue rationnelle. 

II. Si R est une fonction impaire de sin x^ on rendra R dx rafton- 
nelle par la Substitution 

cosx = z. 

On aura, en effet, 

R = (G 4- D cos x) sin a; = Ri (sin^ic, cos x) sin x 
Rd.r-— Ri {l-^z',z}dz. 

III. Si R (sin x, cos x) ne change pas quand on remplace ä la fois 
sin X par — sin x et cos x par — cos x (auquel cas nous disons que R 
est une foiiction paire de sin Xj cos xj, R dx sera rendue rationnelle 
par la Substitution 

\gx = z, 

En effet, dans ce cas, ß et C doivent etre nuls et Ton a 
R = A + D sin X cos a; = Rj (sin'ic, cos^a;, sin x cos x). 
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Hais on a 

. ^ sin*;r is^x z- 



cos*x 



sin*a? + cos^a; 1 + tg*x 1 + z^ 
cos^x 1 i 



sin j? cos x = 



cos*a: + sin-a; 1 + tg*x i +z^ 
z * __ ^ 

vT+l^ 'v!"+T* "^'4^^' 



rf.r = rfarctgz- = j-/-, 

Toutes ces quantites sont rationnelles. Si on les subslitue dans 
R dx, on obtiendra donc une expression rationuolle. 

IV . Dans tous les cos, R (sin x, cos x) dx sera rendtie rationneUe par 
la Substitution . 

X 



^'-tgg 



On a, en eflfet. 



sin ic = 2 sin ^ cos ^, cos x = cos'^ ^ "" sin^ ^. 
Si Ton substitiie ces valeurs dans R, on obtiendra une fonction paire 

X X 

de sin ^ . ^^s ^ et la Substitution propos^e rendra R dx rationnelle 
en vertu du thöorferae III. On trouve d*ailleurs imm^diatement 

^z i—z^ , ^dz 

sm X = -i— ; — T' cos X = -7—. — r» dx = 



t 



et ces trois valeurs sont rationnelles. En les substituanl dans R dx, 
celte difförentielle sera rendue rationnelle. 

Remarque. — En general, mais ce n'est pas une rögle absolue, on 
n'aura pas avantage ä se servir de la Substitution IV si Tune des trois 
premiferes peut s'appliquer. Quand on aura une differentielle ä inte- 
grer, on aura donc soin de värifier qu'aucune des autres substitutions 
ne peut servir avant de recourir ä la derniöre. 

D'ailieurs la dernifere Substitution n'est janiais necessaire pour 
effectuer Tintegration et eile peut toujours 6tre övitöe. En effet, si Ton 
decompose R par la formule considöröe plus haut, il vient 

R da; = (A -(- B sin a; + G cos a; + D sin a: cos x) dx 
oü A, B, C, D ne döpendent plus que de sin^a: et cos*a?. 
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Mais chacun des termes de cette difförentielle peut dtre rendu 
rationnel par une des trois premi^res substitutions : 
A dx par la Substitution III, 
B sin j; da; par la Substitution II, 
Gcosxdx par la Substitution I, 
D sin X cos x dx par Tune quelconque des trois pr^cedentes. 

189. Applioations. — I. L'emploi des substitutions (I) ou (II) con- 
duit aux formules suivantes : 

/cosxdx , , ^ fsinxdx , . ^ 

-^x Logs.nx + Cj-^^^^ = -Logcosx + C. 



J 



1 1 

sin xcosxdx = ^ sin* x + C = — ^ cos* x + C. 



II. L'emploi de la Substitution III conduit a 

_ =_. Log tg o; + C. 

J sin X cos j: ^ ^ 

III. L'emploi de la Substitution (IV) ä 



I 



i^ = Logtg| + C 



et, en y rempla^anl a; par f x + ^ 1 



/• 



■^ Logtgft + ii + C. 



cosx ö »V4 2 

IV. Fassons ä un exemple plus compliqu^. Considörons Tintegrale 

dx 



I; 



a -\- b cos X 

Aucune des trois premi^res substitutions n'est applicable ; nous 

eraploierons donc la dernifere. Posons 

, X ,, , 1 — tt* . idu 

u^tg^. dou cosx = ^-p^, dx^j-—^. 

L'intdgrale propos^e deviendra 

2 du 



J(a+fr)-h(a-fr)u*' 

En changeant au besoin le signe de l'intögrale, on peut toujours 
admeltre que ( a-\-b) est positif, alors (o — b) est positif ou nögatif. 
Si a — t et > 0, posons a + 6 = a«, a — J = ß*; on aura 

f dx _ f du _J_jj otfr^ir 



= vä^^'^'^(\/^fr^^€ + ^- 
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Si — ft est < 0, posons a + i = a*, o — b — — ß* ; il viendra 

r dx^ C 2 d u _ 1 , g + ßu , p 

jfl + ftrösx~j a*— "ß'ttä ~ aß '^^^^a — ßü"^^ 

^ vr;ä+Vfr^^tg| 

= -. -^_^- Log — — — 4- C 

y/b^-a^ VftTS-VF:--^ig| 

^_ 1 . b + acosx + ^b^ — a^sinx , p 

V. On ramöne ä la pr^c^dente Tinlögrale 

dx 



j. 



a +bcosX'\-cs\nx 
Pour cela, on d^termine deux quantit^s r et cp par les relations 

& = r cos <f , c = r sin cp, 

ce qui ramfene Tint^grale ä la forme 

dx 



h 



a -h r cos (o; — ^) 

Sa valeur s'obtiendra en rempla^ant b par r et :r par o: — <p dans 
les r^sultats präcädents. 

Remarques. — Dans les applications, on rencontre souvent des 
difförentielles renrermant d*autres lignes trigonom^triques que sin x et 
cosx, comme igx, sec^r, etc. II faut alors commencer par exprimer 
rationnellement ces nouvelles lignes au inoyen de sin x et de cosx 
pour pouvoir appliquer les thäor^mes gän^raux. 

Dans d'autres cas, la difförentielle propos^e renferme, outre sin x 
et cos X, des sinus et des cosinus de multiples entiers de x, comme 
sin 2 X, sin 3 x, cos 2 x, etc. On doit aussi commencer par les expri- 
mer en fonction de sin x et de cos x et ces expressious sont, comme 
on le sait, des polynömes. G^la fait, on pourra appliquer les möthodes 
gän^rales. 

Enfin, il arrive encore que la difförentielle ä integrer renferme non 
seulement sinx et cos x, mais aussi sinao;, sinßo:, cosy^« 6tc., 
a, ß, y,... däsignanl des nombres rationnels. Soit, dans ce cas, m le 
plus petit commun dönominateur de a, ß, y,... On pose x = mz et on 
prend z comme nouvelle variable, ce qui ramöne au cas pröcedent. 

190. Integration des differentielles de la forme sin^ x cos^ x dx 
(m et 71 entiers, nnls on positifs). — I. Si Tun des nombres m ou n est 

12 
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impair, Tintegration se fait trfes simplement par les m^thodes g^ne- 
rales de rationalisation (n*» 188). Si w est irapair, soit m = ik + i ; 
on pose 

cos X = z 

et il vient 

siii^* X cos" X dx ^ — (1 — «*)* z^ dz. 

On döveloppe par la formule du binöme et chaque terrae du deve- 
loppement est immödiatement int^grable. Dans ce cas, l'int^grale 
sera donc un polynöme t^n cos x. 

Si n est impair, on pose sin x =^ z et les calculs s'achövent comme 
dans le cas pr^cedent. Seulement Tintegrale sera un polynöme en 
sin X. 

II. Dans tous les cas, on peut, par les formules de la trigonomötrie, 
exprimer sin'" x et cos"x par des sommcs de sinus et de cosinus 
de multiples de x (^). En effectuant la multiplication, on trouvera des 

(}) Ces formules so d^duisent facilement de celle de Moivre. On pari de 
ridentitö 

2 cos 0? = (cos 07 -f- 1 siD 0?) -|- (cos X — i sin o?). 

On ^löve a la puissance n par la formule de binöme, mais en ayant ögard 
aus relations 

(cos fl? + i sin x)^ = cospx + 1 sin jm;. 
(cos 07 + 1 sin x) (cos x — t sin o?) = 1 . 

II vient facilement 

2« cos« 07 = (<:os nx-\-i sin nx) + n [cos (n — 2) o? + i sin (n — 2) x] 

-\ —^ — - [cos (w — 4) 07 + 1 sin (n — 4) o;] + ... 

En n^gligcant les tcrmes imaginaires, qui se d^truisent, on trouve Tespres- 
sion cherchöe pour cos«a? : 

2« cos« 0?^: cos na? + n cos(n — 2)o7-| — ^ — ^ — - cos(n — 4)o7+ ... 

Les coefflcients sont ceux du binöme, de sorte que les termos k egale dis- 
tance des extremes sont ^gaux dans cette formule. 

Le döveloppement analogue de sin«a? se döduit du pröcödent, en y changeant 
o; en 0? -4~ 77 : 2. II est de l'une des deux formes suivantes, suivant que n est pair 
ou impair : 

Ü fi^tfi 1) 

2«sin«a? = ( — 1)2 [cos na?'- ncos(n — 2)o7-| — —^ — ^cos (n -4)a? — ... 

— "t^ n(n-^i) 

2«sin"a? = ( — 1) 2 [sin «a? — nsin(n — 2)a? + — ^ — ~ — -sin(« — 4)a? — .. 

Dans les deux cas, les termes k ögale distance des extremes seront encore 
ögaux. 
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produits partiels, qui pourront se döcomposer eux-memes par les 
formules : 

1 r 

sin X a; sin [Ji X ^ ä ^os (X — [jl) x — cos (X -|- (jl) x 

M ... 

I \v 1 

sin X X cos |x X = ä sin (X + (ji) x + sin (X — |jl) x 

2 L - - 

1 r 

cos X X cos (JL X = ^ cos (X + |Ji) X + cos (X — |jl) X 

et ces nouveaux termes sont imm^diatemcnt intägrables. 

III. Lorsque m et n sont pairs tous deux, le procödö suivant, qui 
no demande aucun effort de memoire, est souvent präförable en 
pratique au pröcödent. Posons m = 2;?, n = 2 ?. 

Si p est > 5 ou si p = g, on öcrit 

• .,. ^. / • ^'^ /^l — cos2xV-V'sin2x>^^ 
sin2Pxcos*«x=sin2?^-2^'x(sinxcosx)2«= ( ^ 1 \— ä~- j 

(1 — cos 2 x) y~g sin ^2 x 

Si p est < g, on öcrit 

/ • v^« 9^ 9« /sin2xYi'/'l+cos2xY"^ 
sin^i'xcos^^x^ (sinxcosxj^i'cos*^?-^^^^ f ^ 1 \~\ J 

__ (si n2x)^^( i + cos2x) g-i^ 

On däveloppe par la formule du binöme et on est raraene ä une soinme 
de termes de la forme sin'^ 2x cos^2x, mais oü X + [jl ne peut surpas- 
ser p + g. Ceux oü Tun des exposants X ou |jl est impair s'in- 
tegrent facilement par la melhode I. Pour les autres termes, 
on recommencera la niöme döcomposition et les nouveaux ölöraenls 
seront de la forme sin 4 x cos'^ 4x. On continue ainsi de suite jusqu'ä 
ce que tous les termes puissent s'int^grer. La röduction marche 
d'ailleurs rapidement, puisque la somme X + (jl des exposants est 
r^duite au moins de moilU dans les termes qui resultent de cliaque 
nouvelle döcomposition. 

IV. On peut aussi se servir pour integrer la diffi^rentielle proposöe 
de formules de röduction. Mais nous los ferons connaitre dans le 
paragraphe suivant. 

191. Integration de E (x) 6«^ dx. — Gelte difförentielle, dans la- 
quelle E (x) designe un polynöme, s'intögre le plus facilement par la 
formule d'integration par parties. On a 
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Te (x) e«^ dx==-E{x)e^—- Te' [x) ef^ ix. 

Gelte formiile fall d^pendre Tintögrale proposee d'une autre de 
mßme forme, mais oü le degre du polynöme est abaissö d'une unitö. 
C'est une formule de räduction. En l'appliquant de proche en proclie, 
il viendra 



j 



MX 

E [x] e^dx==- 



E(^)-ELi^ + E"(.-) 



1 



a ' a^ J 

Cette formule s*arr6te d'elle-mfime quand les d^rivöes deviennent 
identiquement nulles. 

Remarque. — On peut trouver une expression symbolique öl^gante 
de rint^grale pr^cädente. Döcoraposons-la en une somme d'autres, 
ne renfermant qu'un seul terme du polynöme E(x). Chacune de 
celles-ci peut s*int^grer par la formule symbolique (4) du n<> (167) ; on 
a ainsi, pour n = 0, 1, 2, 3, ..., 



/ 



gCUC 



a 



Donc, si Ton multlplie chacune de ces formules par le coefficient 
de x^ dans E {x) et si Ton fait leur somme, on trouvera T^quation 
suivante, remarquable par sa concision : 



j 



ßax 



E {x) e^dx==E (Da) — + C. 



a 



192. Integration de E (x) sin ax da; et de E (x) cos ax dx. — Ces 
diflerenlielles, dans lesquelles E (x) dösigne encore un polynöme, 
s'int^grent par parlies et -s'obtiennent par un calcul analugue au 
pröcödent. 

En effectuant une preraiere intögration par parties, on trouve : 

r E (x) cos ax dx = E (x) ^^ — | Je' {x) sinao; dx, 

JE (x) sin axdx = — E {x) 5-^ 4. _ j E' (x) cos ax dx. 

Ces deux formules ensemble fournissenl une möthode de r^duction. 
En les employant alternativement, il vient : 






E (x) cos ax dx 



sma^ 



+ 



E {x) sin ax dx = 



a L 
cosa^* 



a 
s'max 



E (X) - -- 

E'lx) 



E"(x) , E'^'lx) 



E'" {x) 



w 



• • • i 

I 

-J 



a L 

cosax " 

a L 



- a 

E[ix) 
a 



a' 



+ 



E'" [x) 



a- 



+ 



Ev_(4 
Ev [x) 



+ C 



E (.) - -^41^ + 



a' 



a^ 
E^v (x) 



+ C. 
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193. IntagrMttion de x^e"^ cos bx dx et de x^e^^ sin bx dx. — Ön a' 

d (e^ cos bx) = e^ (a cos bx — b sin frx) dx, 
d (e^^ sin frx) = e^{b cos te + a sin frx) dx. 

On en tire 

a d {e^ sin bx)^bd {e^^ cos fra;) = (a* + b^) e^^ sin fro: Ar, 
b d (e^ sin te) + a d {e^ cos fco:) = (a^ -f- fr«) g«^ cos ix dx. 

II viendra donc, en intägrant, 

r ^^ • L ^ e«^ (a sin bx — b cos frx) , ^ 

e«^ sm ftx dx = — ^^ r-r-Ti + C, 

j o^ + fr* 

r^^ 1. j ^^ (fr sin frx + a cos frx) , ^ 
I ef^^ cos frx dx = — ^ , , ' ^ ^ + C. 

Les integrales plus gdn^rales, proposäes dans le tltre, se döduisent 
des pr^cädentes par la mäthode de dörivation. En dörivant n fois par 
rapport ä a, il vient 

J« ^>r • I. ^ Tx^ e^iß sin bx — b cos frx) , ^ 
x'^e^smfrxdx = D — ^^ r-r-rs ^ + C, 
a O^ + fr* 

/♦. ^^ i j IN»* ^^ C' sin frx + a cos frx) , ^ 
x'^e^^cos frx dx = D^ — ^^ rrrp + ^• 

194. DifierentielleB reduotibles auz preoedentes. — I. On peut 
riduire aux pricidentes et, par consiquent, intigrerles diffirentielles de 
la forme g^nirale 

E (x, 6^, sin frx, cos ex) dx 

oü E (x, t/f...) designe unpolynome en x, j/,... et a, fr, c des constantes 
quekonques. 

En effet, ces difti^rentielles se räduisent ä une somme d'autres de la 
forme 

On peut remplacer sin^ frx et cos« ex par des sommes de sinus et de 
Cosinus de multiples de frx ou de ex. Donc le produit sin^ frx cos'^ ex 
se döcomposera en une somme de produits partiels des diverses 
formes : 

sin )^ sin jax, sin Ix cos |jix, cos )nX cos |jlx. 

Ceux-ci se däcompösent eux-memes en une somme de sinus ou de 
Cosinus par les formules indiquees au n° 190, II. De sorle que, par 
ces däcompositions, la differentielle proposee se partagera en une 
somme d'autres des divers types : 

^g^ßnax ß^^ ipW^niM? gJn p^ dx, x'"^*"'^ COS pX dx, 
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oü m, n sont des entiers nuls ou positifs et a, p des constantes 
quelconques. Tous ces types de difförentielles ont 6i6 intögres dans 
les numöros pr^cödents. 

II. On peut aussi ramener aux pricidentes et^ par consSquent^ 
integrer les diffSrentielles des divers types : 

E [x, Log x) dx, E (Xy arc sin x) dx, E (t, arc cos x) dx 

ou E (x, y) est un polynöme en x,y, 
En effet, par les substitutions respcctives 

Log x==%, arc sin x = z. arc cos x = 5, 

ces difförenlielles deviendront 

E {e^ , z) e* dz, E (sin z, z) cos zdz — E ^cos ä, z) sin 5 dz 

et elles rentreront dans la forme gönerale^supposöe dans le Iheorfeme 
pr^r^^dent. 

III. Les diffireniielles de la forme 

E (sin X, cos x) Log R (sina;, cos x) dx 

dans lesquelles E designe un polynöme et R une fraction rationnelle en 
sin X et cos x pourront sHntSgrer par les fonctions ilementaires^ si le 
polynöme E est une fonction impaire d*une des deux variables sin x ou 
cosx. 

En effet, il rösulte de la remarque faite au n® 190, 1, qui s'applique ä 
chacun de ses termes, que E (sinx, cosä;) sera la d^riväe d'un poly- 
nöme en cos X ou d'un polynöme en sin x. Pour fixer les id^es, sup- 
posons que ce soit le premier cas et dösignons par Ej (cos x) ce 
polynöme. En intögrant par parties, on trouvera 

(t:LogRdx = E, log R — J Ei-^l?^ dj:. 

Cette formule fait dependre Tintägrale proposee d'une autre dans 
laquelle la fonction sous le signe d'inlögration sera rationnelle en 
sin X et cos x. Celle-ci s'obtiendra donc par les methodes indiquöes 
prt5cödemment. 

EXERCICES. 

Demontrer les relations suivantes : 

J ö* cos* a? + 6* sm* a; ab ^ V« / 

JIt^^'^^"^ Log(2+ cosx) + ^arctg(^t«^) + C. 
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€^ co8*ä? dx — — TT- ; — IT («* cos* a? + 2a sin a? cos a? + 2) + C. 

a (a* + 4) ^ 

e^^ sin* xdoc = — 7—--^ — 77 (a^ sin* x — 2a sin a? cos a? + 2) + C. 

a (a* + 4) ' 



I sin** X dx ^= — cos xix — ^ cos* x + ^ cos* a? j + ('. 

/. . _ - 1 r I 8in4a7 sin* 2a7l , ^ 
sin* a?x;os* xdx = -^ x -\ -^ — -f" C- 

|a7*cosa?6^ = — sina?{a7* — 12a?* + 24) + cos a? (4 a?' — 24a7) + C. 

a7«Log xdx== ^-j-^ (^Loga? - —^^^ + C. 

(Loga?)»»cfa7 = a?[(Loga?)^ — n(Loga;)'*-* + n(w— l)(Loga?)"-* ]+C. 

j (aresin x^dx = a?[(arc sin a?)* — 2] + 2 (arc sin x) VT — a?* + C. 

C . r 7 COS ma? _ n f cos ma? . , 

I sin Tna? Log cos na? aa? « Log cos nx 1 sm nxdx. 

J ° m ^ mj cos na? 



§ 5. Etüde particuliöre de la difförentielle sin'^a^cos^arefa:, 
m et n ötant des entiers positifs ou nögatifs. 

195. Bedaction auz differenüelles binömes. — La difTerentielle 

sin^xcos^^xdx 

se transforme imm^diatement dans une differentielle binöme de la 

fornne simplifiöc par la Substitution 

. ;_ . , dt 

sin«==V^ » d'oü cosx=^\l-'t, ^^ = V7]7ii7r* 

Elle devient ainsi 

m- i n—i 

r Ml — t) ' dt. 

Nous avons ölabli (n° 184) pour integrer cette differentielle binöme 
des formules de reduction, qui suffisent pour effectuer rintegralion. 
Mais 11 est pröfiärable d'exprimer immddiatement ces formules de 
röduction en fonction de sin x et de cos x, C'est ce que nous allons 
faire dans le numöro suivant : 



196. Formules de reduotion. — On a, par une döcomposition Evi- 
dente, 

d'oü, en inWgrant par parlies, 

(1) sm^^xcos^xdx^ r-i r-j suV^-^xcos^-^^xdx, 

^ ' J n + i n + ij 

D'aulre part, si Ton fait porter rinlögration sur le sinus apr^s avoir 
isolö un facteur cos x, on aura 

2) sin^^^xco&^xdx-=' r—. r-r sin"'^-2xcos^^--xdx. 

Dans Tintägrale qui est au second membre de la formule (1), rem- 
pla^ons un facleur cos':c par 1 — sin^x. Cetle integrale se döcompo- 
sera en deux autres dont Tune reproduit celle du premier membre. 
En rfeolvant Töquation par rapport ä cette integrale, il viendra 

/o\ f •«»« w ^ sin^-*xcos*'+*ir , m — IT . ^ „ « , 

(3 sm'^xcos'^xdx = ; j— I sm'^-^^cos'^ajda;. 

J m + n m+nj 

Operons de mSme sur Täquation (2), mais en remplagant un facteur 
sin*x par 1 — cos*ic, ii viendra 

iA\ C • *y» » j sin'^+*a;cos^^~*a; , n— If . ,„ « o j 
(4) sm^:rcos"a:Ar= ; r— sin"^xcos*^~^xdx 

Enfln, changeons m en-m + 9 dans la formule (3) et resolvons par 
rapport ä l'int^grale du second membre. De mßme, changeons n en 
n + 2 dans la formule (4) et resolvons par rapport ä Fint^grale du 
second membre. Nous obtiendrons les deux formules : 

iti\ C ' *» « j sin*^'+*;rcos**+*:r , m+n+2r . ,„.„ „ , 

(6 I sm^a;cos'*xda;=: —-. . ' sm "*^-2 x cos ^x dx 

J m + i m+\ j 

tii\ (.' m « j sin^^+'orcos*' ^*x , m+w+2r . ^ «4.0 ^ 

(6) sm^a;cos" a;da:= -—. — -r.— sin*«MOS*»+*^(te 

J w + 1 n+1 J 

197. üsage des formules de reduotion. — L'emploi combinä des 
formules pr^cödentes pennet d'efffectuer Tintögration dans les diverses 
hypothfeses possibles, mais il y a plusieurs cas ä distinguer. Ges divers 
cas peuvent d'ailleurs rentrer en partie les uns dans les autres. 

Premier cas : m=-Q\x > 1, n < — 1. — C'est alors la formule (1) 
qu'il convient d'appliquer pour commencer. Sim == i, on a immedia- 
tement 



/ 



„ , cos**+*x , ^ 

smxco^^xdx =« ri— + C 

n+1 



ce qui r^sulte aussi de la formule (1). Supposons donc m > 1. 
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4*») Si m + w > 0, rapplication r^pet^e de la formule (1) permettra 
de röduire l'exposant n ä ou ä — 1. On obliendra alors une des 
deux integrales suivantes, oü k est un entier positif < m : 



I sin* X dx, I ix. 



Celles-ci s*int6greront par la formule de r^duction qui convient au 
troisifeme cas que nous exatninerons tout ä Theure. 

2<») Si w + n < 0. la formule (1) permet de räduire Texposant mal 
ou a 0. Si m = 1, rintögration est imm^diate, comme on Ta vu il y a 
un instant. Si m = 0, on obtient Tintögrale suivante, oü k est un 
enlier positif < — w : 

dx 



h 



cos^a; 

On rintfegrera par la möthode de räduction que nous indiquerons 
tout ä l'heure (cinqui^me cas). 
3<>) Si m + M = 0, la formule (1) peut s'äcrire 

(7) {\%^xdx== ^^^ — {\jgm-lxdx. 

Cette formule de r^duction permet de röduire Texposant m ä ou 
ä 1^ ce qui ram^ne ä une des deux integrales connues : 

j (te = a- + C, j tg^ (te = — Logcosx+ C. 

Deuxieme cas : m < — 1, n = ou > 1. — Ce cas est le symötrique 
du precödenl. La formule (2) permettra d'effectuer l'intägration, sinon 
eile ramönera ä Tune des trois integrales suivantes, oü k est un entier 
positif : 

dx 



I cos'^ xdx, j -; — dx, I - 

j j smx ' j( 



cos^a; 

Les deux premiferes s'intfegrent par la m^tliode de röduction que 
nous indiquerons plus loin pour le quatrifeme cas, la derniöre par 
Celle du cinqui^me cas. 

Troisieme cas : m = ou > 1, n == ou > — 1. — C'est la formule (8) 
qui convient ä ce cas. Si m est impair, cette formule permet de 
röduire m ä Tunitä, auquel cas Tintägration est imm^diate. Si m est 
pair, eile permet de reduire m ä 0. On obtient ainsi Tintegrale (n > — 1) 

cos^xdx. 



j' 
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Si n est ögal ä 0, ä 1 ou ä — 1, l'int^gration se fait imm^diatement 
par Tune des formules du n9 <89. Si n est > 1, on appliquera la 
mäthode de reduction du cas suivant, ce qui achövera Tintögration. 

Quatiüme cas :m = ou > — 1, n = ou > 1. — Ce cas est le symö- 
trique du pröc^dent. On appliquera la formuie (4), Si n est impair, on 
peut le röduire ä Tunitö, ce qui rend fint^gration imm^diate. Si n est 
pair, la formule permel de le r^duire ä 0, ce qui donne Tintögpale 



/ 



sin*" X dx. 



Celle-ci s'obtient par une des forraules du n^ 189 quand m est ögal 
äOä1ouä~l. Sinon, Tint^gration s'achfevera par la m^thode de 
reduction du cas präcädent. 

Cinquiime cas : m ein nuls ou nigatifs, — La reduction se fera par 
l'emploi simultan^ des formules (6) et (6). Si m n'est pas egal ä ou 
ä — 1 de prinie abord, la formule (6) permettra de röduire m ä Tune 
de ces deux valeurs. De mi^me, si n n'est pas de prime abord ägal ä 
ou ä — 1, la formule (6) permettra de Ty röduire. En definitive, il 
restera ä calculer une des integrales 

(dx, (J^, (^^. [-^ 

J J sin a: J cos x J sni x cos x 

dont les valeurs sont connues (n^ 189). 

198. CaB d'integrabilite faoile. •— II y a lieu d'attirer l'attention sur 
les trois cas suivants, qui sont des cas d'intögrabilite facile correspon- 
dant ä ceux des diffärentielles binömes (n^" 186). 

1** Si m est positif et impair, soit m = 2A + 1, cos a: = :s ; il vient 

j sin*" X cos^a: (te = — j (1 — z*)^z^dz 

2^ Si n est positif et impair, soit n = 2i + 1, sin a: = ;s ; il vieut 

j sin^ X cos^ xdx^ iz^ (i — 2*)* dz 

3** Si m + n est nägatif et pair, soit m + n = — 2 i, tga:^«; il 
vient 

jsin*" X cos**a: dx = iz*^{i + z^)^ * dz. 

Dans ces trois cas, on developpera donc la puissance du binöme 
par la formule de Newton et chaque terme sera immädiatement intä- 
grable. 
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La möthode d*intägration par subslilution r^sultant des thäorfemes 
gäneraux sera donc pr^förable, dans ces divers cas, ä Temploi des 
formules de röduclion. 

Reniarque. — Si m + w = 0, il vient par la Substitution tga? = ä 



jtg*^^dx= (^ 



+2* 

En supposant m positif, il suffira donc d'effectuer la division de z^ 
par i + z^ pour pouvoir integrer. Mais on constate imm^diatement 
qu*on tombe sur les mSroes calculs qu'en appliquant la formule (7). 
Donc, dans ce cas, les möthodes d'int^gration par rationalisatjon et par 
r^duction coincident. 

199. Cas partionliers. Integration de siu^ xdxetäie cos'^ xdoj. — 
Ces diiferentiolles se ram^nent Tune ä Tautre par le changement de oo en 

TZ 

- 4- ^ ; nous considererons donc seulement la premiere. Celle-ci sera de 
l'une des quatre formes suivantes, oü k designe un entier positif : 

siri^+^xdw, -^Ti — » . ^i^j-i — » sin** a? da?. 

' sin-'^a? sin^T*a; 

Les deux premieres rentrent dans les deux premiers cas d'int^rabilitö 
facile du n^' precedent. 
On a, par la Substitution cos x = z^ 

sin«A+* 0? öte = — (1 — z^)^dz, 

et, par la Substitution cot a; == u, 

dx 



sin^a? 



= _-(! + w«)A-i du. 



La troisiöme, sans se ramener ä la differentielle d'un poljndme, se 
reduit toutefois a une somme de differentielles immediatement integrables 

X 

par la Substitution tg ^ = ^, qui donue 

dx 1 [l+t^f^dt 1 / , IV* dt 






sin«Ä+* X 2«* t'^-^^ 2^^\!'^ t) t' 

La derni^re differentielle est la plus longue a integrer, il faut recourir 
soit aux methodes de decomposition du n^ 190 soit a la formule de r^duc- 
tion (5), qui devient 

WC . ^ _7 sin^-* a? cos a? , m — \C . ^ „ , 
I sin^ xdx= 1 sin^-* x dx. 

Cette formule ramenera, puisque m est suppos6 pair, ä 



j 



dx = a? + C. 
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Remarque. — Les r^sultats precedents permettent de prevoir quelle 
sera la forme de Tintegrale cherchee dans les quatre hjpoibeses que nous 
venons d'examiner. Soient Pn (^) un poljnome de degre n en cc^ A et B 
des constantes nuxn6riques. On aura 



/ 



gin2A+i xdcß = PjA+i (cos a?) + C 
dx 



/ 



8in**a; 



Ptt_, {cot a;) + C 



I sin** a? flte = sin a? cos oß P2a_2 (sin ä?) + B a? + C. 

200. Integration de sin^a?cos^a;Gto par d'antrea methodes. — II 
est toujours possible d eviter Temploi des formales de reduction. Nous 
avons deja vu comment au n^ 190 quand m et n sont nuls ou positifs. 
Nous supposerons donc maintenant qu'un au moins de ces exposants soit 
nögatif. 

I. Si m et n soQt de signes contraires, la differentielle propos^e sera 
de Tune des deux formes suivantes, oü p et g sont nuls ou positids : 

sin^a? , cos^a? , 

— -— dxj , „ dx. 

cos« a? sin« a? 

Si p Ost impair, c'est un des cas d*integrabilite facile du n^ 198. Sup- 
posons donc que p soit pair et considerons seulement la deuxieme diffc- 
rentielle, puisque la premiere s*y rainene par le chaugement de x en 

TZ 

^ -\- X, Soit p = 2ä ; on remplacera cos" x par (1 — sin^a?)* , on d6ve- 

loppera et la differentielle se partagera en une somme d*autres qui 
s'integreront par les m6thodes du n^ 199. Toutefois on n appliquera cette 
methode que si m 4- n n'est pas pair et n^gatif, auquel cas on retrouve- 
rait encore une fois un cas d'integr abiliti6 facile du n^ 198. 

II. — Si m et n sont tous deux negatifs et de meme parite, m -4~ ^ est 
pair et negatif. C'est le cas facile que nous venons de rappeler. Si m et n 
sont negatifs mais de parites difierentes, la diff^rentielle sera de Tune 
des deux formes suivantes ou p et g sont positifs {q pouvant etre nuJ) : 

dx dx 

sin^Pa? co82«+*a?' sin^^+^a^cos^^a?' 

On peut d'ailleurs supposer que ce soit la seconde forme, car la pre- 

miere s'j ramöne par le changement de a? en a? -|- -. 

Pour integrer cette differentielle, on la multiplie par sin^a? -4-* cos^a?. 
Cette multiplication a pour effet de la decoinposer en deux autres : 

dx dx 



+ 



sin^ff-iarcos^i'ar ' sin^^+^a? cos^i^-^a? 
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Ces deux differentielles sont encore de la meme forme que la proposee, 
mais les exposaDts sont diminues. II n*y a exception pour la premiere 
que si 5^ = et pour h soconde que si p = 1, auxquels cas ces difieren- 
tielles prennent Tune des deux formes : 

sinxdo! dx 

• 

cos^^a?' sin**^^a?' 

mais alors la premiere est immediatemeut integrable et la seconde 
s'integre par la methodo du n° 199. 

Si les termes obtenus ne sont pas de cette forme, on recommence sur 
chacun d'eux la mdmo Operation et on continue ainsi de suite jusqu'a ce 
que Tint^gration puisse se faire comme ci-dessus. 

EXERCICES. 

1 . On trouve par les formules de reduction : 

dcD cosa? 2 ^ . ^ 

— - cot a? + C. 



sin^a? 3 sin'a? 3 



'sin'a? _ 8in*Ä? 2 ^ 

cos*a? 3 cos'o? 3cosa7 



/ 

C dx _ sina? f 1 5 1 ^ ,3 (H jl. ^\ \n 

) cos^^a? 4 Vcos^a? "^ 2 cos^a?/ "^ 8 ^ * V4 "^ 27 "*" 

4 

J 

f . , , sin a? cos a? /^ . , , 3^ , 3a? , ^ 
I sm*a? dx ^ ^ ( sm* ^ + « j + IT ^ * 

2. On trouve par les methodes du n^ 199 : 
I sin' xdcß = — f cos a; — cos' a? + - cos^ x — = cos' a? ] + C. 

. ^ = — ( cot a? -[- ?, cot' oß-\--^ cot*^ a? ) 4- C. 
J sm* X \ 3 5 J 

C dx _ J_ A ^Y -u 1 (\ ?Y 
J sin^ X 64 V* 27 "^ 8 V^ 2j 



GHAPITRE VI. 



Integrales definies. 



§ 1 . Des intögrales döflnies oonsid6r6es comme 

limites de sommes. 

201. Origine geometrique des integrales deflnies. — Soii f(x) une 
fonclion conlinue dans un intervalle (c, b) ; consid^ons la courbe 
qui a pour öquation en axes rectangulaires 

y = f[^) ; 

et supposons, pour fixer les idöes, que Tordonn^e soit constamment 
positive dans l'intervalie (a, b). Proposons-nous de döfinir et d'övaluer 
l'aire comprise entre la courbe, l'axe des x et les deux droites x = a 
eix==b. 

Partageons cette aire en segments consöcutifs par des paralleles ä 
Taxe des y d'abscisses successives x^^x^,,. xu..Xn raenöes entre 
les abscisses extremes x, = a, Xn-^t = b. Un scgment quelconque de 
base {Xi-^i — xt) sera compris entre deux rectangles, Tun inscrit dans 
ce Segment et l'autre circonscrit. Le premier a pour hauteur le 
noinimum mt de f(x) dans Tintervalle tet, Xi^i) et l'autre, le maximum 
Mi de fix) dans le mfime intervalle. Donc Taire ä ^valuer sera com- 
prise entre les deux sommes : 

n n 

« = E m,- (Xt^^i—Xi), S = S Mj (Xi^-i ■— xi), 

qui sont Celles des rectangles inscrlts ou des rectangles circonscrits 
aux Segments. 

Donc, si Ton peut dömontrer que ces deux sommes tendent vers 
une limite commune, lorsque les points x,, x^,.. x^.. se rapprochent 
indöfiniment les uns des autres et que leur nombre augmente indöfi- 
niment, cette limite commune pourra scrvir de definition et de mesure 
ä Faire que nous nous sommes propos^ d'ötudier. 

Le problöme göomötrique que nous venons de poser conduit donc 
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ä Studier les combinaisons des formes s et S. On verra que, comme le 
iait pr^voir la repr^sentation göom^trique, l'ägalitä de leurs limites 
a toujours lieu quand la fonction f(x) est continue. Cette limite com- 
mune s*appelle alors une integrale dißnie. Donc une int^rale döflnie 
repräseute gäomötriquement l'aire d*une courbe plane. 

Nous allons maintenant reprendre la question ä un point de vue 
pureinent analytique et plus gänäral. Mais les consid^rations präli- 
minaires qui präc^dent sont de nature ä jeter un certain jour sur les 
d^monstrations plus abstraites que nous allons exposer. 

202. Beftnition generale et proprietes des sommes S et 5. — Soit f(x) 
une fonction simple et born^e dans un intervalle (a, b). Nous ne 
faisons d'abord aucune hypoth^se sur la continuitä de cette fonction. 
Partageons Tintervalle (a, b) en n parties cons^cutives par les points : 

•1/1 — C*, **'2» **'3»» * • •*^i» • • • Xji I uLyi-^i — 0» 

Däsignons, en gön^ral, par 

8^ = Xi^i — Xi 

Tamplitude d*un de ces intervalles, par M^ et mt les limites supärieures 
et inf(ärieures de f[x) dans l'intervalle 5/. Formons les deux sommes, 
analogues ä Celles consid^r^es dans le n"" präc^dent, 

1 1 

Ces deux sommes jouissent des deux propri^t^s fondamentales 
suivantes : 

I. Les deux sommes S et s sont comprises entre deux limites fixeSy 
ind^endantes du mode de subdivision de l'intervalle (a, b). 

En effet, fix) ätant born^e dans Tintervalle (a, b)^ soient M et m ses 
limites sup^rieure et infiSrieure dans cet intervalle. Cousidörons la 
somme S ; tous les M^ sont compris entre M et m et la somme des 
intervalles 8, est egale ä {fr — a) . Donc S M< 8< ou S est compris entre 
les deux limites : 

M(fr — a) et m{b — a). 

On prouve semblablement que s est compris entre les deux mSmes 
limites. 

II. Si, ayant calculi les deux sommes S et s pour unpremier mode 
de subdivision, on intercale de nouveaux points de subdivision entre les 
premierSf la somme S sera stationnaire ou diavissante, la somme s 
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stationnaire ou croissante. De plus, si 8 disigne une limite sup&ieure 
de ramplitude des intervalles primitifs et y le nambre des nouveaux 
points de subdivision ajoutis, la Variation de chacune des deux sommes 
sera moindre que v (M — m) 8. 

Considörons la somme S. Supposons d'abord qu'on n*ajöute qu'un seul 
point de subdivision et que ce point tombe dans rintervalle 8^. Cet 
intervalle sera partagö en deux autres o] et 8^" et le terme primitif 
M^^ sera remplacä dans la nouvelle valeur de S par la somme 

ob M^' et M^' sont les limites sup^rieures de f(x) dans les intervalles 
8^ et 8^'. Mais, ceux-ci ätant des parties de 8^, on a 

^i< m;<m^, m.^M;'^ M, 

et, comme 8^' + 8]' = 8^, on en conclut 

m;8; + m;'8;'^mä, 
M;8; + M;'8;'^m,8,. 

Donc, apräs Tadjonction d'un nouveau point de subdivision, la 
somme S ne peut pas avoir augmentä, et si eile a diminuö, sa Variation 
sera inWrieure ä (M^ — m^) 8^ et a fortiori ä (M — m) 8. 

Si, au Heu d'un seul, on ajoute v nouveaux points de subdivision, 
on peut les supposer ajout^s successivement, et comme le raisonne- 
ment präc^dent s'applique pour chacun d*eux, on voit que la somme 
S sera stationnaire ou d^croissante et que sa diminution totale ne 
pourra surpasser v (M — m) 8. 

Le raisonnement est analogue pour la somme s. 

Ceci posä, on a le th^or^me fondamental suivant : 

203. Theoreme de M. Barboux. — Si Von multiplie indi^finiment 
le nombre des points de subdivision, de maniere que tous les intervalles 
8i tendent vers %iro, les deux sommes ^ et s tendront respectivement 
vers des limites däerminies L et /, independantes du mode de subdivision 
adopti. 

Considärons d'abord la somme S. C'est une quantitä variable, mais 
bornäe supärieurement et införieurement en vertu de la propriölö I 
du n<» pröcödenl. Soit L le plus grand nombre qui ne surpasse aucune 
des sommes S possibles, ou, en d'autres termes, la limite inßrieure 
de toutes ces sommes (n"" 20). Je dis que S a näcessairement pour 
limite L quand tous les intervalles 8« tendent vers z^ro. 



— 193 — 

En eflet, soit e un nombre positif aussi petit qu*on veut, on pourra 
trouver un premier mode de subdi Vision A', tel que la somme corres- 
pondante S' soit moindre que L + £, sinon L ne serait pas la limite 
inf^rieure supposäe. Soit v le nombre des points de subdivision de A'. 
Je vais d^montrer que toute somme S relative ä un mode quel- 
conque de subdivision A en parties plus petites que S, difförera de L 
d'une quantitä arbitrairement petite 2e, pourvu seulement que o soit 
assez peüt. 

En effet, considärons un troisi^me mode de subdivision A" obtenu 
en ajoutant les points de subdivision du mode A' ä ceux de A, donc au 
maximum v nouveaux points de subdivision, et soit S" la somme cor- 
respondante. On aura, par la proprietö II du n° pröcedent, 

S — S" < V (M — m) 8. 

Mais A" räsulte aussi de Tadjonction des points de subdivision du 
mode A ä ceux de A', de sorte qu'on a aussi S" < S' et a fortiori < 

L+e. 
On conclut donc a fortiori de Tinegalit^ pröcedente, qui peut 

s'öcrire S < S" + v (M — m) 8, 

S < L + £ 4- V (M — m) 8 
et il sufTit de supposer 8 < e : (M — m) v pour que Ton ait 

S < L + 2 e. 

Donc S, qui ne peut etre införieur ä L, en difföre aussi peu que 
Ton veut ä condition de supposer tous les 8^ assez petits, c'est-ä-dire 
que S a pour limite L. 

On prouve d'une manifere analogue que s tend vers une limite 
d^termin^e /, qui est la limite inf^rieure de toutes les sommes s 
possibles. 

Ces deux limites L et / peuvent Stre difii^rentes, mais le cas le plus 
iutäressant est celui oü elles sont ägales et Ton dit alors que la fonc- 
tion f(x) est intigrable. Cf»lte condition a Heu lorsque f(x) v^rifie 
certaines conditions de continuite. Nous commencerons par etablir 
quelques propri^t^s generales des sommes L et l, qui nous con- 
duiront facilement ä cette conclusion et qui nous seront d'ailleurs 
utiles par elles-mömes. 

204. ProprietM des limites de sommes L et /. — Nous venons de 
dämontrer que les sommos S et s tendent vers des limites dötermi- 

13 



— 194 — 

n^es quand toutes les parlies 8j de Tintervalle (a, b) tendent vers 
zöro. Ces limites döpendent övidemment de rintervalle (a, b) lui- 
mßrae. C'est pourquoi, au Heu de L et /, nous ^crirons aussi La et /« 
avec des indices qui fönt connaitre l'intervalle dans leque) se fait la 
sommation. 
Ces expressions jouissent des proprietös suivantes : 

I. Si c est un point intermidiaire entre a et b, an a 

La = Lia n" L«c 

et une relation analogue pour l, 

En effet, les deux membres ont le mßme sens pourvu que, dans le 
caicul de L^, le point c soit toujours choisi comme point de subdi- 
Vision de l'intervalle (a, fr), ce qu'on peut toujours admettre, puisque 
la limite est indöpendante du mode de subdivision adoptö. 

II. En disignant par |jl une moyenne entre les limites supirieure et 
infmeure M etm de f(x) dans rintervalle (a, b), on peut icrire 

L^ = fx [b-a] 
et une relation analogue pour L 

En effet, on a vu (n<> 202) que la somme S est toujours comprise 
entre M (fr — o) et fw (ft — a), donc sa liraite sera comprise entre les 
deux mßmes quantitäs, ce qu'exprime T^quation pröcödente. 

III. ReniplaQons b par une variable X, ce qui est pemiis pourvu que X 
soit > a et que f(x) soit toujours bornie dans rintervalle (a, X) ; les 
deux limites de sommes 

seront des fonctions de X, je dis que ce sont des fonctions continues 
deX. 
Posons, pour plus de clarte, 

L^ = F (X). 

Donnons ä X un accroissement positif h ; on aura, par la pro- 
prietö I, 

F (X + A) ^ L? + L$+^ = F (X) + Ll'^'' 

et, par la propri^lö II, 

F (X + A) — F (X) --=: [JL A, 

p. etant une moyenne entre les limites supörieure et införiaure de^^) 
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dans l'inlervalle (X,X + h). Donc fx reste fini quand h tend vers zero 
et p. A tend vers zäro avpc A. On a donc 

liinF(X + A) = F(X). 

La meme conclusion subsiste pour A negatif. En effet, on a dans ce 
cas, en s'appuyant sur les memes theorfemes, 

F(X + A) = L^-L^+;, = F(X)-|ji(-A)-^F(X)+.|xA, 

c'est-ä-dire la meme öqualion que dans le premier cas. Donc L« est 
une fonction continue de X. 
La demonstration se fait de meme pour la. 

IV. Si f(x) est continue pour x = X, les deux fonctions L« et In 
ont pour dei'ivie /'(X) en ce point. 
Reprenons, en effet, Töquation pr^cedente 

F(X + A1 — F(X) --|jlA, 

oü A a un signe quelconque et oü fx dösigne une valeur moyenne 
entre les limites supärieuie et införieure de f[x) dans rintervalle 
(X, X + A). On en tire, en faisant tendre A vers zero et en observant 
que f[x) est suppos^e continue pour :r = X, 

,. F (X .1- A) - F (X) ,. ..^, 

hm — - — —j — — - = hm [JL = /^(X) 

Donc, par definition de la derivöe, F (X) ou L^ a pour dörivee f[\). 
La demonstration serait la meme pour la. 

205. Fonctions integrables. Integrales deilnies. — Lorsque, pour 
une fonction /"(a;), les deux limites de sommes L« et fa sont Egales, la 
fonction f[x) est integrable dans Tintervalle (a, b). La valeur com- 
mune de ces deux limites s'appelle une integrale difinie et se repre- 
spnte par le symbole 



I /•(x)(te, 



que Ton prononce : integrale (ou, plus souvent, somme) de a ä t 
/■ [x) dx. 

La lettre x sous le signe d'inlegration peut etre remplacöe par 
toute autre lettre, Texpression 



J['/ (y) dy 



est idenlique a la precedente. 
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Les quautitös a ot b sont les limites de l'intögrale ; a est sa limite 
införieure et b sa limite supörieure. 

Nous ne nous proposons pas de rechercher ici les caractferes gönäraux 
des fonctions int^grables. C'est iine ötude assez speciale qui doit 6lre 
faite dans un paragraphe particulier. On ne rencontre gufere, en 
pralique, que les fonctions dont Tinlegrabilitö rösulle des deux theo- 
rfemes suivants, auxquels nous nous bornerons pour le moment : 

I. Une fonction f[x) est iniigrable dans tout intei^alle (a, b) oü eUe est 
continue. 

En effet, faisons varier X depuis la valeur a jusqu'ä la valeur b ; 
par la proprlötö IV du n^ pröcödent, les deux fonctions Lj et /J ont 
constamment meme dörivee dans Tintervalle (a, b), donc elles ne 
peuvent dißörer que par une constante. Mais il r^suUe de la pro- 
pri6i6 I du n« pröcddent qu'elles s'annulent loutes deux quand X tend 
vers a. Donc elles sont constamment ögales et elles le sont, en 
particulier, pour X = t. 

Co theoreme peut 6tre d6montre directement, sans recourir a la con- 
sidemtion des derivees, mais en se servant du theoreme lY du n? 27. 
En cffet, calculons les sommcs S et s avec les m^mes subdivisions S^, ce 
qui n'influe pas sur leurs limites, il vient 

S — s = S (M/ — nii) 6^. 

Quelque petit que seit e, on peut supposer tous les ^i assez petits pour 
que toutes les differences M« — m^ soient < e, et comme la somme 
des ^i est egale a (b-^a)^ il vient 

S— .s<e(6 — a). 

Donc la difference S — s devient inferieure ä tout nombre donne ä 
condition de pousser la subdivision assez loin ; par consequent, S eis 
ont la meme limite et L = ^. 

II. Plus gdriA^nlement, une fonction bornie f(x) est iniigrable dans 
tout intervalle (a, 6), oii eile n'a qu*un nombre limiti de points de 
discontinuiti. 

En effet, faisons croltre X ä partir de la valeur a et soient Xi, Xj, ... 
les points de discontinuitä successifs de f{x). Les deux fonctions 
La et la sont Egales, par la dömonstration pröcödente, tant que X 
est < X,. donc, ^lant conlinues (n° 204, III), elles sont encore 
ej^alcs i»onr X = X^ Elles ne peuvent difl(5rer que par une constante 
quand X varic de X^ h Xg car leurs d^rivöes sont Egales, mais. 
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corome les deux fonctions sont ägales pour X ==: X,, elles sont con- 
stamment egales et elles le restent encore pour X = X,, et ainsi 
de Suite. 

206. Autres limites de Boxnines qni peuvent servir de deflnition a 
rintegrale deflnie. •— II est souvent utile de considärer Tint^graie 
däfinie comme la limite d*expressions diffi^rentes des pr^cädentes. 
Supposons que f(x) soit intögrable dans rintervall«5 (a, b) et faisons 
de nouveau le partage de cet intervalle par les points Xi = a, x^, ... 
Xi, ... Xn+i = fc en parties d'ampliludes 8< = (xt+i — Xi). On pourra 
aussi poser 



i 



'f(x)dx = \iml f(li)hf, 



les points It ötant choisis respectivement d'une manifere arbitraire 
dans chacun des intervalles S^ et tous ces intervalles tendant vers 
z^ro. En effet, f(li] ätant compris entre Mt et mu la somme pröcä- 
dente est comprise entre les deux expressions £M^/ et SmiS/, qui 
ont toutes deux pour limite Tint^grale d^finie, donc la somme consi- 
iivie doit avoir la möme limite. 

On peut choisir, en particulier, 5< = ^i et öcrire 8< = dxt ; il vient 
alors 



i 



f(x)dx = lmI,f{x^)dXi 



Ainsi, rintägrale d^finie peut 6tre considöräe comme la limite 
d'une somme de diff^^entielles. C*est meme la le premier point de vue 
auquel on s'est placö pour la döflnir. Aussi c'est dans la relation pr^ 
cödente que Ton trouve Torigine de la notation de Tinlägrale däfinie 
et, en particulier, du signe f qui reprösente une limite de somme. 

207. Proprietee des integrales deflnies. — Röp^tons d'abord trois 
propriätäs, d^jä reconnues (n^ 204) aux limites de sommes L et / 
qui servent de deflnition ä Tintegrale döfinie : 

I. Si c est compris entre a et b, on a 

(1) f f{x) dx = ^[(x) dx + Cfix) dx 

Ja Ja Je 

II. On peut poser, [x ätant intermädiaire entre les limites supe- 
rieure et inferieure de f(x) dans Tintervalle (a, b) 



(8) jj(x)dx=^ii(b-a) 
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[ 



III. L'intägrale ä limite variable X 

' /• (x) dx 

,'a 

est une fonction continue de X et, en tout point oü /"(X) est continue, 
eile a /"(X) pour d^rivee. D'oü le thöoräme suivant qui est fon- 
damental : 

La dirivie (Tune integrale d^finie par rapport ä $a limite sup&ieure 
est egale ä la valeur de la fonction sous le sigjie d'intSgration ä cette 
limite, pourvu que cette fonction soit continue en ce point, 

L'inttigrale döQnie possMe aussi des propri^tds qui lui sont plus 
particuli^res, comme les suivantes : 

IV. Si une fonction intögrable f{x) se döconipose eu une somme 
d'autres fonclions inl^grables f (x) + '\> (x) H — , on a 



(3) 



f {x) dx =-^ \ ^ (x) dx -\- \ ^ {x) dx + 

Ja Ja ' Ja 



C*est la regle dHntigration par dScomposition dans le cas des inte- 
grales ddfinies. 

Cette r^gle se d^montre facilement au moyen de la d^finition de 
rint^grale donnöe au n« präc^dent. En effet, on a constamment 

Faisons tendre tous les 8^ vers zero et passons ä la limite, Töqua- 
tion pr^cedente sera remplac^e, par döfinition, par T^quation (3). 

V. II est utile d'observer la relation 

'b 



(4) ( dx={b -</), 

Ja 



qui a Heu par ddfinition, cär, f{x) ^tant e^gale ä 1, cette integrale est 
la limite de SS^ et cette somme est toujours egale i\ b — a. 

VI. L'inlögrale döfinie a, lorsque f(x) est continue et positive, une 
signification geomitrique, qui resulle dos considörations ämises au 
döbut du chapitre (n*» 201). L'expression 

\''f{x)dx 

Ja 

nwsure Taire de la courbe qui a pour equation y = f{x) en coordon- 
n^es rectangulaires, cette aire ^tant limitee par la courbe, Taxe 
des x et les deux droites x = aQXx = b, 



— 199 — 



£ 



208. Autres prophetes et remarques oomplementaires. — I. On a 
supposö jusqu'ici b > a pour döflnir Tint^grale 

f(x)dx, 

/a 

mais on peut aussi supposer fr < a. La ddfinition reste formellement 
la m£me, pourvu que f(x) soit intägrable dans l'intervaile (fr, a). Le 
partage de cet Intervalle se fait alors par les points Xj, x^, ...xu ... Xn 
qui se suivent dans l'ordre de a vers fr. Soit encore o^i = a, o^n + i = fr 
et li ^ Xi^i-^Xi ; on pose, comme pröcedeinment, 

r /• W rf^ = lim £ MÄ = lim E mÄ ='lira S /"(S^) 8^, 

Ja f = i « = i 1 = 1 

mais toutes les quantitös St sont maintenant negatives. 
Remarquons que Ton a, par la defmition habituelle, 

lim2iV1Ä = — IimSMi(— 80= — \''f{x)dx\ 

nous obtenons ainsi la relation 

(6) JV(^) dx= — rf(x) dx, 

Donc intervertir les limites d^une integrale difinie revient ä changer 
son signe. 

II. La remarque pröcädente permet d'ecrire Töquation (1) du n® 
pröce^dent sous la forme suivante : 

(6) Cf{x) dx + JV{x) dx + [7 W dx = 0, 

comme on a en göometrie ab + bc -\-ca = en vertu du principe 
des signes. Sous celte forme, requalion est symdtrique en a, fr et c ; 
par cons^quent, eile subsiste quelles que soient les situations respec- 
lives de ces trois points. Eile suppose seulement que la fonction soit 
int^grable dans chacun des intervalles consider^s. 

in. Un facteur constant peut etre mis hors du signe dHnt^gi'alion, 
Soit, en effet, A constant ; on a, par ddfinition (n^ 200), 

Ta fix) dx = \iml.kf (li) 8,- = A lim S f (5,) 8,- 

Ja 

Par consiquent. 



(7) (\f{x)dx = k rf(x)dx. 

Ja Ja 
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« 

IV. Lorsque f{x) est continue, T^quation (2) du n^ pr^c^ent peut 
ätre transforniäe. Celle fonction peut acquärir toute valeur comprise 
entre son maximum el son minimum dans rinlcrvalle (a, b) et, en 
particulier, la valeur [a pour une valeur lAex compriso entre a et b. 
II vient donc 



(8) Cf(x)dx^f{l)(b^a). 

Ja 



Celle formule ainsi que la formule (2) dont eile d^rive, sonl des 
cas parlicüliers du thSorime de la moyenne, qui suil . 

209. Theoreme de la moyenne. — Considörons Tintögrale {b > a) 

\ f(x)<f(x)dx 

Ja 

et supposons que la fonction ä integrer soil le produit de deux fonc- 
tions intägrables, dont Tune ^[x) est conslamment positive dans 
rintervalle (a, b) et dont Tautre a respecllvementJM et m comme 
limiles superieure et införieure dans cet Intervalle. On aura 

[ [M — f[x)\ ^f(x)dx>0 f [fix) -- m] cp [x) dx > 0, 

Ja ' Ja * 

car, les fonctions ä integrer etant conslamment positives, ces inte- 
grales sont des limiles de sommes positives. On peut decomposer 
ces integrales en deux autres [n^ 207, IV) et faire sortir les constantes 
M el m du signe d'integration (n» 2u8, III) ; il vient ainsi, sans 
diiliculle, 

M 1 (f (x) dx > i fix) (f ix) dx >m \ y ix) dx. 

Ja Ja Ja 

Donc, en dösignant par jjl une valeur moyenne entre Celles de fix) 
dans rintervalle (a, t), on peut öcrire 

(9) fix) cp ix) dar -~ |JL 1 o (xj dx. 

Ja Ja 

C'esl dans celte relation que conslslc le th^oreme de la moyenne. 
Noüs Tavons ötablie en supposanl b > a ci ^ ix) posilif, mais eile 
subsiste evidemment, pourvu que © (x) ne change pas de signe dans 
rintervalle (a, b). 

Quand f(x) est une fonction continue dans rintervalle (a, 6), on 
dösigne par ? une valeur de x dans cel inlervalle el Ton peut ^crire 
Tequalion (9) sous la forme suivanle : 

(10) \fix)dx^f[l) (\{x)dx. 

Ja Ja 
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En faisant ^{x) = i, dans Ics forinules (9) et (10) on retrouve les 
formules (S) et (8) obtenues plus haut, savoir 

f(x) (te = IX Ar = iJL (fr — rt), 

♦ Ja Ja 

Cf(x) dx = f(l) rV = f[l) [b-a]. 

Ja Ja 

§ 2. Relation entre les Intögrales döflnies et Indöflnies. 

Calcul des intögrales döflnles. 

210. Setour sur le ohapitre preoedent : EziBtenoe d*ime fonotion 
ayant ponr derivee f{x). Bemarques snr las notations. — Dans tout le 
chapilre V, on a admis provisoirement le räsultat suivant, änonc^ au 
n" 158 : Si f[x) est continue dans Finlervalle (a, fc), il existe une fonc- 
tum ayant f{x) pour dirivie dans cet inteiDalle. Ce Ihöorime se trouve 
inaintenant rigoureusenient ötabli. En effet, Fintögrale 



r 

Ja 



f(y)dy 



est une lonclion parliculifere qui jouit de cette propridtö (n® 207, III). 
Lorsqu'il n'en resulte aucune confusion, on remplace habituellement 
la variable y par x dans la notation de Tinldgrale präc^dente, qui 
devlent 

Jl f{x)dx. 
a 

Celle expression a donc pour däriv^e la fonotion f[x) öcrite sous 
le signe d'integration. Cette propri^tö commune des integrales indä- 
finie et döfinie : 

\f(x)dx, \f{x)dxy 

expliquc Torigine du signe J dans la notation de la premi^re. 

211. Selation fondamentale ponr le calcul des integrales deftnies. — 
Lorsque, par un procöde quelconque, on a trouv6 une fonclion con- 
tinue F [x] qui admet f{x) pour ddriväe dans Tintervalle (a, b), cette 
fonclion ne peut diffi^rer que par une constante de Tintögrale ddflnie 
considire*^ ci-dessus, car ces deux fonctions ont la möme ddriv^e. 
li vient donc, C designant une constante ä dölerminer, 



r- 



f{x)(lx= F(a;) + C. 
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En particulier, si x = a, on trouve 0-=F(a) + C, d'oü C = — F(a) ; 
par consöquent, 

rf(x)dx = V{x)-'V (a) 

Ja 

et, si Ton fait x=-b, 



(1) Cf{x)dx--¥(b)~F{a). 

Ja 



C'est la formule fondamentale pour le caicul des integrales däfinies. 
On la met souvent sous la forme plus condens^e 

(2) rVwrf^=LFW]' 

Ja 

Le second membre so prononce en abrägö : F {x) aux limites a et b. 
II reprisente Taccroisseraent öprouvö par la fonction continue F (x), 
quand x passe de a ä 2^. De lä le th^orfeme suivant : 

Vintigrak difinie I f(x) dx, prise enlre deux limites entre lesquelles 

f(x) est contintie, est igale ä taccroissement d'une fonction continueY(x) 
ayant f(x) pour dirivie, quand x passe dea ab. 

212« Sur la maniere d*employer le theoreme precedent. — Le thöo- 
r^me präcödent est fondamental. II ram^ne le caicul de Tint^grale 
däfinie ä celui de l'intögrale indäfinie, auquel s*appliquent toutes les 
mäthodes exposöes dans le chapitre V. 

En effet, Tint^grale inddfinie est, par döfinition, une fonction ayant 
pour dörivöe f{x) et l'iquation (2) peut s'^crire 



(3) ^J{x)dx= [jr{x)dx]\ 



L'int^grale indäfinie comporte une constante arbltraire, mais on 
peut )a negliger pour le caicul de Tintögrale d^finie, car le theorfeme 
pr^cödent s'appllque ä toute fonction ayant pour d^rivöe f(x). 

Lorsque la fonction F (x) est ä determinations multiples, le choix 
des valeurs ä attribuer ä F (a) et F (b) dans la formule (1) resulte de 
la condition de continuitö imposee ä ¥(x). En gäneral, on pourra 
choisir arbitrairement la d^termination de F(a) mais alors celle 
de F (b) est imposöe, car il faut que F (x) varie d'une manifere con- 
tinue de F (a) ä F (Jb) quand x varie de ö ä fc. 

Gelte remarque s'applique, en particulier, aux inverses des fonc- 
tions circulaires. On a, par exemple. 

Ja r+^^^^^*""^^^^^^' 
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mais les valeurs arc tg a el arc Ig b doivent appartenir ä la möme 
branche de la fonctioii. Le plus simple est donc de considärer la 
branche principale. Si Ton iait a = et fr = 1, II vient ainsi 



i 






213. Bemarque sur la deflnition de Tintegrale definie. — Certains 
auteurs prennent la relation (3) 



fj(x)dx=^ [jf(^)d^f^ 



comme dößnition de Tintögrale döfinie, et considferent comme une 
proprietö Tegalitö de cette expression avec une liraite de somrae. Ce 
mode d*exposilion peut parattre plus simple ä premi^re vue, mais 
cette simplicite est plus apparente que reelle. En eifet, cette d^fini- 
üon postule Texistence d'une fonotion ayant pour därivöe f{x), et 
celle-ci ne peut etre Stabile d'une manifere g^närale que par la 
consid^ration d'une limite de somme. 

2 14« Extension des prooedes d*integration anz integrales delinies. — 

Les rfegles d'inlögralion par däcomposition, par parties et par Sub- 
stitution s*etendent aux integrales ddfinies, mais avec des modifica- 
tions tenant aux limites. 

I. Si u, V, w, ,.. sont des fonctions intägrables de x, on aura 

/*/> rb rh rb 

(4) j (m + V— -u' H — ) (lx= \ nix \- I v Ax — \ w Ar -| — 

C'est la rdgledHnt^ration pardicompositioniijdi d^montröe (n<> 707 JV). 

II. Soient u ei v des fonctions de x ayant des ddrivöes intögrables 
tt' et v' dans Tintervalle (a, b) ; tiv a pour derivöe uv'-\-v^u; on a donc 

1 (uv' -f- u'v) dx ^ \ uvl 

et, par la regle prdc^dente, 

(6) j Mv' da; = 1 uvl — t'w' dx, 

C*est la rigle dHutigration par parties. 

III. La rigle d*intffgration par Substitution exige un peu plus d'atten- 
tion. Soit/"(a:) une fonction coulinue de x dans Tintervalle (a, b) ; 
posons 

x^^lt) 






et supposons : 1*» que, quand t varie de ti ä T, © [t) varie d'une 
mani^re conlinue de a ä fr ; S"" que f (t) £it une dörivöe continue f ' (t) 
dans rintervalle (ti, T) ; 3^ que f[f{t)] soit aussi continue dans cet 
intervalle.Gette dernifere condition rfeultera d'ailleurs des pr^cödontes 
si (p(0 reste compris entre a et b. Je dis qu'on aura 

(6) Cfix) dx = r/*[y(0] f ' (/) dt. 

Ja Jt^ 

Pour le dömontrer, considärons les deux fonctions de / : 

:)(te et fV[<pW]?'(Orf'- 

Elles ont mSnie dörivee. La deriväe de la seconde est la fonction 

sous le signe d'int^gration (n« S07). Gelle de la premi^re s*obtient 

par la r^gle des fonctions de fonctions : on calcule d'abord la d^riv^e 

de cette intögi*ale par rapport ä sa limite sup^^rieure <p(^), ce qui 

donne f[(f(t)], puis on multiplie ce r^sultat par la dörivöe de <p((). 

On trouve dans les deux cas f[f(t)] (f'(t). 

Les deux integrales ayant meme ddrivöe, ne difförent que par une 

constante ; elles s'annulent toutes deux pour 1=^1^, donc elles sont 

Egales. En particulier, si f = T, il vient 

r?tT) rr 

r(x)dx=^\ n^(l)]^'(t)dL 

Getto ^quation revient ä (6), car cp {l^ = o, <p (T) = 6. 

Remarque. — La formule (6) ötend aux integrales d^finies la rfegle 
d'intögration par Substitution. On voit que Tint^grale transformöe 
par la Substitution x = (f(t) aura pour limites les valeurs de t qui 
correspondent aux valeurs limites de x, 

La rögle d'intögration par Substitution ne peut etre employie sans 
certaines pr^cautions. En eßet, si I'une des conditions suppos^s 
dans la ddmonstration venait ä matiquer, la r^gle pourrait conduire ä 
des räsultats errones. 

Gonsid^rons, par exemple, Tintögrale 



I 



dx, 

—i 



Si Ton fait la Substitution x = i:t, Tapplication inconsidöröe de 
la formule (6) donne un rdsuitat faux, savoir 



i:>-rj 



f 



Mais les conditions du theor^me n*ont pas lieu, car f (t), etant ögal ä 
1 : /, ne varie pas d'ime manifere continue quand t varie de — 1 ä + 1. 

214. Oeneralisation de la demonstration relative an changement de 
variables. — La regle d'iutegration par Substitution vient d'etre etablie 
dans Thypothese oü f(a}) est une fonction continue. La demonstration 
peut 8*etendre a toutc fonction iutegrable f(w), Considerons donc, dans 
cette hjpothese, Tintegrale. 

'h 

f[x) dx 
et proposons-nous de la transformer par la Substitution 

eu admettant : Y que (p(^) et (p'(^) sont continues dans Tintervalle de ^^ a T ; 
2<> que Ton a <p(<,) = a, <p{T) « d ; 3° que f{^\pi\ <?'(<) est integrable 
dans Fintervalle (/, , T) . 

Nous commencorons par supposer que (p'(^) ne cbange pas de signe 
dans rintervalle de t^ ä T. Nous admettrons, pour fixer les idees, que T 
est > ^i et que (p'(t) est positif. Alors <p(^) est unc fonction croissante 
dans rintervalle (^i, T). Decomposons cet intervalle en parties ind^fini- 
ment decroissantes par les points i^^ t^^... it,,,. ^n+i "= T et soient 
0?, = a, Xf,,,. Xi,.., Xn-{.\ = h les valeurs correspondantes de x. Ces 
valeurs seront rang6es par ordre de grandeur et se rapprocheront indefi- 
niment avec celles de i, Posons, en gen6ral, 

on aura par le tlicoröme des accrot'ssements finis, 6^ 6tant compris entre 
k et ^+1 , 

ö\ = ?'(öO(<<+i -<«•). 

Designons encore par \i la valeur de x correspondant a ^ » 0^ ; celle-ci 
sera comprise entre Xi ^i xt^i , de sorte qu'on aura, par d6finition (no206). 

TVh dx - lim S f[^ 8,. . 

Ja <=1 

Cette somme peut s'ecrire 
et, quand tous les inturvalles tendent vers zero, eile a pour limite 

T 



J, 



f[^[iW[t)dL 

Teile sera donc Texpression de Tintegrale transform6e en t. 

Cette premiere demonstration suppose que 9' [t) ne change pas de 
signe dans Tintervalle [t^^ T). On peut l'etendre au cas oü <p'(^) change- 
rait de signe, m§me un nombre infini de fois. 
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Considörons, en effet, la difference 

C'est une fonction de ^ dans Tintervalle (^j, T). Elle s'aunule pour 
t =^ t^ et, par consequent, eile est nulle dans tout cet Intervalle, car je 
vais demontrer que sa derivee est constamtnent nulle. 

A cet effet, considerons deux valeurs quelconques ^ et ^ + ^^ dans 
l'intervalle [i^^ T). Soient Acp et ^^ les accroissements de o et de 4^ qui 
correspondent a A^. Observons qu'on peut remplacer t par une autre 
lettre x sous le signe d*integration ; on aura 

A4; = ' n^) dx — r{^[x)\ ^\x) dx, 

Considerons une valeur particuliero i\ je dis que Wt\ sera nul. En 
effet, <p'(^) est different de zero ou est nul : 

1<> Si (p'(^) est different de z6ro, on peut supposer A^ assez petit en 
valeur absolue pour que ^\x) qui est une fonction continuene change 
pas de signe dans rintcrvalle de ^ ii ^ 4~ ^^- Alors les integrales de l'equa- 
tion precedente sont egales par la demonstration faite en premier lieu. 
Donc, pourvu que | A^| soit assez petit, Ai|^ = et ^^{£) = 0, 

2°) Si ©'(^) = 0, designons par fx une valeur mojenne de f'\oc) dans 
l'intervalle de <p(^) a 5p(^) + A<p et par (x' une valeur moyenue de f[^{x)\^\x) 
dans l'intervalle de ^ ä ^ -|- ^^ ; ^^ theoreme de moyenne, applique a 
chaque integrale, donne 

A4' = t^Acp — [a'A^, 
A<1 AcD , 

Si A^ tend vers zero, Acp : A^ tend vers <p'(^) qui est nul par hypothese ; 
|jl' tend aussi vers zero, car on a (0 < < 1). 

Donc d^ : dt ou 4''(0 ®st encore egal ä zero. 

216. Integrales deflnies generalisees. — La döfinition de Tinldgralc 
döfinie suppose essentiellemenl que les limites a et fr sont finies et 
que la fonction f[x) est bornee dans Tintervalle (a, 6). Si ces condi- 
tions n'ont pas lieu, il faut de nouvelles ddßnitions. 

V" Soit f\x) une fonction bornee et int'igrable dans Tintervalle 
(a, a;'), quel que soit x\ pourvu que x' soii > a. L'intögrale de f[x] dx 
prise entre les limites a et 00 sera, par deflnition, la lioiite de l'inte- 
grale prise entre a et x' quand x' tend vers l'infini. On a donc 



(7) (^^fi^) dx --= lim r f{x) dx. 

Ja x^^coja 
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Si cette limite n'existait pas» l*integrale ä limite inOnie n'existerait 
pas non plus. L existence de Fintegrale ä limite inOnie n*est donc pas 
toujours cerlaine, mßme quand la fonclion f(x) est continue. II y a 
des regles qui permettent, dans des cas ätendus, de constater si 
rint^gralc ä limite infmie a une valeur d^terminde ou non. Nous 
nous en occuperons dans une autre partie du cours. Pour le moment, 
nous nous contenterons de remarquer que, si l'inlegration indöfinie 
pcut etrc eflecluee, la deSnition de l'integrale ä limite inflnie suffit 
pour s'assurer de son existence et la calculer. On aura, par exemple, 

(•qO rar' r- -^x' 

er-^dx =- lim e-^ da* = lim 1 — er^ ^ i. 

Les integrales prises enlre les limiies — oo et ft, ou entre les 
limites — oo et + oo s'interprfetent d'une manifere analogue. 

ä"" Soit maintenant f(x) une fonclion qui augmente indäfiniment 
quand x tend vers b, mais qui est bornäe et int^grable dans l'inter- 
valle (fl, fr—e), quel quc petit que soit e [a ötant < b). On posera, par 
dößnition, 

(8) {'f[x) dx - lim | ~^f(x) dx. 

L'existence de Tintdgrale est liäe ä Celle de cette limite. Lorsque 
Tint^gration ind^finie peut Stre effectuee en pratique, cette deflnition 
suffit pour le calcul. On aura, par exemple, 

I . . -— - = lim arc sin (1 — e) = ^. 

3*" Si la fonction f{x) augmentait indefiniment quand x tend vers a, 
mais ätait bornöe et int^grable dans Tintervalle (a + £* b] quelque 
petit que füt b, on poserait d*une mani^rc analogue 



(9) j 'f[x)dx = lim f f[x)dx. 

Ja t=0 Ja+z 



L*existence de Tintegrale serait lide ä celle de cette limite. 

i^ Supposons enfin que f{x) devienne infinie pour un nombre 
limite de valeurs de x dans Tintervalle (a, fr). On peut partager cet 
Intervalle en plusieurs autres oü f(x) n'est plus infinie qu'ä l'une des 
limites. L'integrale de f(x)dx dtendue ä Tintervalle total (a, b) sera, 
par deßnition, la somme des integrales etendues ä chacun des inter- 
valles partiels. Pour que l'integrale existe dans Tintervalle (a, t), il 
faul donc qu'elle existe dans chacun des intervalles partiels, ce qui 
pourra se verifier au moyen des deux deßuitions precedentes. 
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216. Extension de la formale fondamentale an calcal des integrales 
generalisees. — I. Lorsque la fonction f(x) est continue pour toutes 
ies valeurs de x dans l'intervalie (a, b) sauf pour un nombre limite de 
valeurs exceptionnelles qui peuvent la rendre infinie, Täquation fonda- 
mentale pour Ic caicul des integrales däfinies, savoir 

l'{x)dx^¥(b) — F(a). 

Ja 

subsiste, pourvu que la fonction ¥(x) soit continue dans tout Tinter- 
valle (a, b) sans exceplion et qu'elle ait f(x) pour dörivie, sauf pour Ies 
valeurs exceptionnelles. 
En effet, si b est la seule valeur exceptionnelle, T^quation (8) donne 

Vu') dx = lim lF(b -e) — F(a)] = ¥{b) — F(a). 

a 

La conclusion est analogue, si a est la seule valeur exceptionnelle. 
Enfin, s'il y a des valeurs exceptionnelles intermödiaires enlre a et i, 
on peut raisonner comme s'il n'y en avait qu'une seule c ; et il vieut 

Cfix) dx = f + rVw dx = F(c) - F(a) + ¥(b) - ¥(c) . 

Ja Ja Je 

Comme ¥(c) disparalt, on retrouve encore la mSme ^quation. 

II. Si Ies fonctions f(x) et ¥{x) sont continues pour toutes Ies valeurs 
de X superieurs ä a, et si ¥{x) tend vers une limite döterminöe F(oo ) 
quand x tend verS Tinfini, T^quation fondamentale 






P 

Ja 



f(x) = F( ao ) _ F(a) 
subsistera aussi, car, en appliquant T^quation (T), il viendra 
rfijc) dx = lim [¥{x') — ¥(a)] _ F( oo ) — ¥(a). 



217. Application des theoremes generanx an calonl dlntegrales defl- 
nies particnlieres — Nous allons d'abord indiquer quelques applica- 
tions de la formule fondamentale 



f[x) dx = f(x) dx 

Ja J Aa 

C X^^ ♦"* 

I. De la relalion \ x'^dx ^ — r-j + C, on tire 



I 



x"' dx ■-- i 



(I ^ I _iO 



(i + 1 



a-l-1 
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II. De la relation j cos ax da; >» h C, on tire 



f' 



COS ax dx 



_ f sin ax l^ 



sin aic. 



a 



Donc, si a est un entier diffi^rentde zäro, 



cos ax dx = 0. 



On conclut de lä que, si m et n sont des entiers diffi^rents, 
1 cosm2;cosnx(te = ^1 cos(m + n)xdx + -^\ cos{^^n)xdx = 0; 



tandis que, si, au contraire, m ==n^ 

1 r^ 



r 



cos' mx dx 



i 



(1 +cosimx)dx = - 



2 



III. De la relation du n^ 163. 



on d^uit 



C dx ^ . bx ^ 



IC 



2a<» 



IV. De la relation du möme numöro 



C _ dx J_ , a -f- f>x p 



OD döduit 



f <te 1 ,a + 



fr 



V. Si (ß + 1) et (a 
dx 



/.- 



+ ftcos;r 
on en däduit 



b) sont positirs, on a la formule (n» 189) 



r, 



arc tg oo — arc tg 



TT 



\la^—b 



s 



J: 



Ja: _ 2 _ 
1^ a-\-b cos a; "~ yazTl t? 

Si, au contraire, a }- 1 est > et a — ft < 0, on a 

dx M - f b + a cos j- + V^- — a* sin j; \ ^ 

a + ft cos o: ~" \'f,^ _ a« ^ V a + fr cos x y 

14 
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d'oü 



p ^ = ^ Loe r ^ + V^*-«' ^ 
jo a + frcosj; y i« _ a« V a ) 

VI. Des deux relations du n** 193, savoir 

( ^^ u j e^ (a cos bx + b sin bx) , ^ 
J c«* cos ft« <te = — 5^ ^i-j-:j, -^ + G, 

C ^^ ■ L j ef^ia sin bx — b cos Aa;) . „ 
J «"' sin fr« da; = — ^ -^ -p^, > + C, 

on döduit, a ätant > 0, 

e-«^ cos bx dx = -^t-j:»' ^""^ sin bxdx^ -r-m- 

218. Integralec obtennes par des fonunles de redaction. — I. Les 

formules de röduction se simpliflent souvent quand on les applique 
aux integrales däfinies. Ainsi, de la formule 

on concluty si n est positif, 

) x^e ^dx == n 1 a;»-* er-^dx. 

Jo Jo 

Si, de plus, n est entier, cette formule donnera de proehe en 
proche 



I x"e-^dx -= w ! j e '^dx = n ! 



II. Lorsque m et n sont des entiers positifs, les formules (3) et (4) 
du n° 196 donnent 

1t TT 

J^ 2 tll •— 4 I 2 

I sin^'' X cos'*:r dx -= — ; — I sin"*-*a: cos"a: dx, 
o m + nJo 

TT TT 

f* iw^^ 1 C^ 

sin'^ X cos^o: dx = — ; — I sin'^^xcos*^""^ xdx. 
m + nJo 

Ce sont des formules de röduction. La premifere subsiste pour 
?j = et la seconde pour m = 0, auxquels cas il vient 



<k 



rsin'^x dx = 1 ^sin^~^x dx, 
m Jo 



TZ t: 



fcos"x dx = 1 ^cos'^-^x dx. 
n Jo 
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Ces quatre formules permettent de röduire de proche en proche 
les exposants m et n ä oii ä 1. On obtient alors Tune des integrales 
suivantes : 

T: TT TT 'TT 

\dx, I sinxdx, i cosxdx, i sinxcosxdx, 

. o Jo Jo ' Jo 

ayant respectivement pour valeurs : 

2' ^' ^' 2' 

Pour ecrire plus briävement les expressions numörlques aux- 
quelles conduisent les formules de räduclion, convenons de reprd- 
senterparmü le produit de tous les entiers non supörieurs a m 
mais de möme paritö que m. II viendra 

sinma,dx== cos^xdx^^ 

[ ^M (mimpair), 

i(m — 1)!! (n — 4)!!7r , , 
^^ . . \n — — a (w et n pairs), 
(m— i) !! (n — 1) !! /^mounoutousA 
(m + n) !! Vdeux impairsJ 

Lorsque m et w sont impairs tous les deux, soient m = 8p + 1, 
n == Jg + 1, la formule pröcedente se simplifle et il vient 

IC 



f 



^ sin^iH-i X cos2«+i xdx ^ P • 9 • 



2(p + 9 + l)! 



219. Exemples de changements de variables. — I. Par la Substitu- 
tion X = tg 2, il vient, eu egard aux räsultats pr^cedents (m entier 
et positif ) , 

Jo (1 + x'^r )o (2m - 2) !! 2 

II. Par la Substitution x ■— sin %, il vient (m entier et positif) 



ik 



(m — 1)!! « , . X 
M 2 ^'" pa»r), 



r» x»«da; CT \ mW 1 ^"'f'""'' 

(— »„-[[^("»""P^ir). 

III. Par la Substitution \ax — x* = ax d'oü « = a : (1 + «*), il 
vient (m entier et positif) 
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r_^ldx_ _ r dz__ ^ (2m -1)!! 

Jo \ax - x^ Jo (1+«»)'^+* (2m)!! ''^ ' 

IV. Par la Substitution x = sin* z, il vient (p, q enliers et positifs) 
fV (1 -^ a:)9 dl- - 2 ^*si^««^ * z cos^+* z da; - ^ — f^'^} -,w-r 

V. Par la Substitution x--=%\(\ -\-z),\^ mftme integrale se traus- 
forme dans la suivante : 

r zP dz J p\q\ 
Jo (l+:s)^^-«+«~(p +«+!)! 

220. Formnle de Wallis. — Soient n un nombre entier et positif 
et X une variable comprise entre et ic : 2 ; on a 

sin*'*+* X < sin*** x < sin***-* x, 

par consäquent, 

TZ 7C 7C 

fsin*'»+^ xdx < \^ sin^^ xdx < ( * sin*"-* x dx 
Jo Jo 

et, en rempla^ant les integrales par leurs valeurs numöriques, 

(2n) !! 



(2n — l)!! 7c ( 2n — 2)! ! 

(2n + l)!! (2n)!! 2 "^ (2n— i) !! 

On d^duit de ces in^galitös 

r (2n) !! 



L(2n — i)!!j 2w 



1 TT r (2n) !! 1« _1^ 

+ 12"^ L(2n — 1)!!J 2n' 



Ou peut donc ^erire, 6 ätant compris entre et 1, 

r (2n) !! 1 ' 1 Yl i M ^ 
.(2n — DüJ 2n ""V^'^2ny 2' 



Faisant tendre n vers Tinfini, on obtient la formule de Wallis 



(2n)!! 



!! — lim 

2~"H™L(2n-l)!!. 



* 1 



2n 



221. Integrales obtenues par des artifloes de calcul. — L'intögration 
indefinie est le proc^dö le plus göneral et le plus important pour 
calculer les integrales döfinies, mais ce n*est pas le seul. Certaines 
integrales döflnies peuvent se däterminer par des artifices de calcul, 
sans qu'il soit possible d'obtenir sous forme finie les integrales inde- 
finies correspondantes. En voici deux exemples assez simples : 
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I. Par däcomposition de rintervalle d'intögration, on obtient 

Jf^ ^ sin a; (to _ f «^ x sinxdx , C^ x sinxdx 
L r+cös»^"*Jo i + cos^x"^ J^ l + cos^x 

T 

Par la Substitution a: = ir — «, la dernifere intägrale devient 

TZ TT 

i sin z dz Hz sin z dz 



J'ö(7c — z) sin zdz _ r« sing dg p" gsin 
^ 1 +~CÖS« 5 ^JL l+C0S2 2""Jo 1 + C 



+ COS* 5 

2 

Substituons cette valeur dans l'^quation pröc^dente et r^duisons, 
nous trouvons 

IZ IZ 

rxsinxdx H smxdx [ . . .IT «« 

II. Consid^rons, en second Heu, Tint^grale g^näraiis^e 

IT 



i ^ Log (sin :r) da;. 



Cette intögrale est dötermin^e quoique Log (sin x) soit inßni pour 
or =^ 0. En effet, on a, quelque petit que soit le nombre positif e, 

IZ TT TT 

r" C^ " /*ir" sin*r 
Log (sin X) (te = Log a? (te + Log dx 
Jo Jo ^ 



IC 



= [a;(Logx -!)]'" +jjLog^dx. 

Mais d;Logx s*annule pour o; » et Log (sin o; : x) reste fini ; il vient 
donc pour e « 0, le second membre ätant bien dätermin^, 

1t TT 

JjLog (sin x)dx^'^ [Log ^-i] + J^Log ?^ ete. 

Donc le premier membre est bien däterminö aussi. Ce premier point 
^tabli, on a, d'une part, 

IC 

I Log (sin x)dx'=» y Log (sin x)dx+ j Log (sin x) dx 



ik 



-= 2 1 *^ Log (sin x) Ar, 
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car par la Substitution x=:r. — z Tintägrale aux limites tc : 2 et - se 
transforme dans celle aux limites et n : 2. 

X X 

D*autre part, de sinx == 2 sin ^ cos ä. on ddduit, en prenant les 
logarithmes et en intögrant, 

j Log [smx) dx = Tz Log 2 + 1 Log f sin %jdx+ j Log f cos|jdr 



IC IC I 



== TZ Log 2 + 2 I * Log (sin a;) Ar +2 j ^Log (cos x) dx 



IC 



TT Log 2 + 4 I Log (sin x) dx. 



car les deux integrales aux limites et n : 2 se ramönent Tune ä 
l'autre par la Substitution x = it : 2 — ä et sont, par consöquent, Egales, 
De la comparaison des valeurs obtenues de part et d'autre pour la 
m£me integrale, on d^duit, en r^duisant, 

TT 

fLog (sin x)dx = —^ Log 2. 

% 3. Intögrales par excös et par döfaut. 

döflnies les plus gönörales. 



222. Integrales par ezoes et par defamt. — Seit f(a)) une fonction 
simple et born6e dans un intervalle (a, h)\ on sait que, si Ton d6oompose 
cet intervalle en un nombre indefiniment croissant n de parties consecu- 
tives ti et qu'on designe pur M^ et mt les limites superieure et införieure 
de f[x) dans Tintervalle $/, les deux sommes 

(1) SMA et ^mfi, 

tendent vers des limites d6termin6es L et /, independantes du mode de 
subdivision adopte (n^ 203). Nous appellerons ces limites les integrales 
par exc^s et par d^faut de la fonction f[x) dans Tintervalle (a, h) et 
nous les representerons dorenavant avec les notations 

E fö n rb 

(2) f{x) dx et f[x) dx. 

Ja Ja 

On sait oncore que, si ces deux limites sont egales, leur valeur 
commune se nomme une integrale definie et se designe par le sjmbole 

(3) Cn^) d^. 

Ja 



'"J 
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On dit, dans ce cas, que la fonction f(x) est integrable dans rintervalle 
(«, ^). 

223. Limites d'indetermination de Tintegrale deflnie d*tme fonction 
non integrable. — Lorsque la fonction f{x) est integrable dans l'inter- 
valle (a, b), on sait {n^ 206) que Ton a, les points ^t ätant arbitrairement 
choisis dans les intervalles $<, 



(4) 1 f[x) 6^ = lim S r[U)K 

Ja i=i 



Lorsque f[x) n'est pas integrable, cette limite n*existe plus, mais son 
ind^termination n'est pas complete. Les inögalit^s 

/=! isl Usi 

montrent que, lorsque tous les S^ tendent vers z6ro, Texpression du 
milieu a pour limites d'ind6termination les integrales par excös et par 
d^faut. La limite qui figure au second membre de T^quation (4) est 
donc ind6terminee, mais comprise entre les expressions (2). Nous con* 
viendrons de conserver l'^quation (4) comme d^finition de l'integrale 

f{x) dx, 



Ja 



mdme au cas oü f(x) n'est pas integrable et, par consequent, d*attribuer 
a cette integrale une valeur indeterminee, mais comprise dans Tintervalle 
des expressions (2). 

224. Eztension des deflnitions anz fonotions qui presentent des points 
d'indetermination partielle. — Jusqu'ä present, pour plus de simplicite 
seulement, nous avons forme les deux sommes (1) du numero precedent 
et considere leurs limites, en supposant que la fonction f(x) 6tait simp)e, 
c*est-ä-dire completement determin6e pour chaque valeur de x. Rien 
n'empSche de former des sommes analogues dans le cas oü la fonction 
f[x) est ind6termin6e pour certaines valeurs de x^ pourvu que ses 
limites d'indetermination soient d^terminees pour chacune de ces 
valeurs. On con^oit, en effet, que la fonction puisse prendre, pour chacune 
des valeurs de x^ toutes les valeurs comprises entre les limites d'indeter- 
mination correspondantes. La connaissance de ces dernieres limites per- 
met donc d'assigner aussi les limites sup^rieure et inferieure de f(x) dans 
un intervalle quelconque. Elle permet donc de former les sommes (1) 
consid6r6es plus haut. D'ailleurs le fait de l'ind^termination n'altere en 
rien nos raisonnements, de sorte que ces deux sommes tendent encore 
vers des limites determinees. Ce sont les integrales par däfaut et par 
exc^s de la fonction et elles se repr^sentent par les expressions (2). 

Si ces deux limites sont Egales, la fonction f[x) est integrable et cette 
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limite commune se repr^sente par l'expressiop (3). Eofin, cette limiie 
commune est encore la limite d6tinie par l'equation (4) de quelque 
maniere que Ton cboisisse /*($/) entre ses limites d*ind6termination. 

Ajoutons une dernidre remarque. La definition de la discontinuite 
d'une fonction et le th^oröme du n° 33 de Tintroduction subsistent sans 
aucun cbangement pour les fonctions qui presentent des points d'inde- 
termination partielle de la nature de ceux que nous venons d*examiner. 
II est clair que la discontinuite d'une fonction en un point semblable est 
au moins egale ä Tamplitude de l'indötermination en ce point ou a l'^cart 
des deux limites d'indötermination. 

225. Proprietes des integrales par ezoes on par de&ut. — Parmi les 
propri^tes que nous allons enumerer, les deux premieres ont dejä ete 
d^montrees (n^ 204), la notation seule sera cbangee. 

I. Soit c un point intermediaire entre a et 6 ; on a 

K rö E rc E rb 

\r(a))do:-= \ f(a^)cUc+ \ f{x)dx\ 

Ja Ja Je 

et une relation analogue pour Tint^grale par d^faut. 

II. Soit fx une certaine mojenne entre les valeurs de f(x) dans Tinter- 
valle (a, 6) ; on a 

Efb 

I f(a)) dx^ V-^ — ^)' 

Ja 

et une relation analogue pour Tint^grale par d^faut. 

III. Soit c un facteur constant et positif ; on a 

E fb E rb 

I cf{x)dw = c I f{x) dx 

Ja Ja 

et une relation analogue pour l'integrale par defaut. 

Si c est n6gatif, on peut aussi le faire sortir du signe J, seulement il 
faut remplacer l'integrale par excds par une integrale par d6faut ou 
röciproquement. 

C'ost une cons^quence imm^diate de la definition de l'integrale. 

IV. Soient /*'(«?), /*"(«?),... des fonctions born6es ; on a 

""fV^ +/"N + -']dx <^rVw dx + ^Cf\x)dx + ... 

Ja Ja Ja 

et une in^galite de sens contraire pour les integrales par defaut. 

En effety decomposons Tintervalle (ez, b) cn parties infiniment petites 
S^ ; soient M,. et m^, M^ et m^', M^' et m^\,,, les limites superieures et 
inferieures de (/" + /*"+•••), d® f\ de /*"*... dans Tintervalle \, La 
limite M^ ne peut pas etre superieure a M^! -f M^' +••• et m^ ne peut pas 
dtre moindre que m[-\-m[^ +— On aura donc 
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et une relatiou de sens contraire pour les limites inferieures tles fonc- 
tioDS. En passant a la limite, on obtient les in^galitös a d^montrer. 

V. Soient f\x) et /"(a?) deux fonctions born^es ; on a 

E rb _ E /•& E /•* 

[r'{x)-r[x)]dx > r\x)dx— r"(x)dx 

Ja Ja Ja 

et une relation de setis contraire pour les integrales par defaut. 

Cette propriete se demontre comme la pr^cedente, eu observant que 
Ton a dans chaque Intervalle $< 

226. Proprietes des fonctioiiB integrables. — I. Soient f(x) une 
fbnction intägrable dans Viniervalle (a, b) et c une constant^ ; la fonC' 
tion cf{x) sera intägrable dans le m^me iniervalle, 

Cette cons^quence r6sulte imm6diatement de la propri6t6 III du 
num^ro pr6c6dent. 

IL Soient f[x)^ /'"(^),... des fbnctions intägrables; leur somme sera 
aussi intägrable. 

En effot, cette cons6quence r^sulte imm^diatement des inegalites 
etablies au num^ro prec^dent (propriet6 IV). 

III. Le produit de deux fonctions intägrables est encore intägrable, 
Soit f(x) le produit de deux fonctions f et f" intägrables dans Tinter- 
valle (a, b). Decomposons cet intervalle en parties oonsecutives S^ et 
soient M^etm^, M^ ei Mi , M/ et m^ les limites superieures et infe- 
rieures de f\ f^ et /"dans chaque intervalle 8<. 

Supposons d'abord que f et f^ et, par suite, f soient constamment 
positifs. On aura 

M< <; MfMf , m< > m{rni , M^ — W/ < M/M< — mimt . 
La derniere in6galit6 peut s*ecrire 

Soient M' et M'' les limites superieures de f et de /*" dans Tinteryalle 
(c, b) ; on aura a fortiori 

M/ — m< < m"(m1 — m'i) + M' (mI' — m'i') 
et on en conclut 

lim S (Mi— m/) 5/^M"lim 2 (M[— mi)S< + M'lim S (Mi'— w^jöV 

Les deux limites du second membre sont nulles par hjpothöse, car /' 
et f^' sont intägrables. Donc le premier membre est nul aussi, ce qui 
prouve le theor^me. 

Passoss au cas oü f' et f^' sont de signes quelconques. Ce cas se 
ramene au prec^deut. Soient, en effet, m' et m'' les limites inf6rieures 
de ces deux fonctions dans Tintervalle (a, b). On aura 

rT = (/" — ^') (r" — m") + mr '+ w"/''— m'm'\ 
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Or, le second membre est une somme de fonctions integrables, car le 
Premier produit (/*' — m') (/*" — m"), ajant ses facteurs positifs, est 
int^grable en vertu de la demonstration pr6c6dente, Donc ff^ est 
integrable en vertu de la propriete II. 

IV. Si la fonction f est inUgrable dans V Intervalle (0, b) et si ses 
limites supärieure et inferieure Met m sont de m&me signe, la fonction 
1 : fest intägrable dans le m&me mtervalle, 

Supposons, pour fixer les idees, M et m positifs. L'oscillation de 1 : /* 
dans Tintervalle Bf sera 

1 1 Mi — m, 1 



''W/^~\.—'<^^(^i — '^i)' 



' Par consequent, 

lim 2 f — _ - V^ Zi < i- lim 2 (M< — ml) 8, = 0. 
\mi MiJ m^ ^ 

227. Expression par une integrale de la difference entre les inte- 
grales par exces et par defaut. — Soit f[x) une fonction born^e dans 
Tintervalle (a, 6). Representons par 

disc. f{x) 

la discontinuite de f{x) au point x (n© 25) . On aura lä relation suivante : 

(6) I f[x) dx — I f[x) dx =^= I disc./*(a?^ dx. 

Ja Ja Ja 

Decomposons l'intervalle (a, b) en parties cons6cutives ^i et d^signons 
par M/ et mi les limites supericure et inferieure de f{x)^ par A/ la limite 
super ieure de disc. f[x) dans chaque intervalle 0/. La demonstration de 
la relation (5) repose sur le lemme suivant : 

Qicelque petit que soit le nombre positif e, on peut irouver un mode 
de däcomposition de (a, b) en parties S^ aicssi petites que Von veut^ tel 
qu'on ait dans chacune d'elles 

Ui — mi < ^i + t, 

En effet, si, e 6tant donne, aucun mode de decomposition de l'intervalle 
(a, b) ne pouvait veriöer la condition precedeute, en raisonnant comme 
dans la demonstration du theoreme du n^ 33, on prouverait qu'il existe au 
moins un point c dans Tintervalle (a, b)^ tel qu*une decomposition de 
Tintervalle (c — S, c -[■ S) verifiant la memo condition füt impossible 
pour des valeurs aussi petites qu'on veut de S. Or, cette conclusion est 
inexactc, car, ä partir d*une valeur suiRsamment petite de 8, Toscilla- 
tion de f{x} dans Tintervalle (c — 8, c + 5) sera inferieure ä disc. f(c) + e. 

En second lieu, on peut verifier la condition proposee par un mode 
de decomposition en parties aussi petites que Ton veut. En effet, apres 
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avoir pr6alablement döcompose {a, b) en parties aussi petites que Ton 
veut, on pourra encore, en vertu du raisonuement prec6dent, subdiviser 
chacune de ces parties de maniere a realiser la condition proposee. 

Du lemme precedout, od deduit facilement la demonatration de Tequa- 
tion (5). En effet, considerons un mode de subdivisions en parties o^ 
verifiant la condition du lemme. On aura, dans chacune d'elles, 

A<^M< — rw/ < Ai + e; 

par cons^quent, la somme s'etendant ä toutes les parties, 

S AA<S MA- — 2 mfii < S AA+ E (6 — a). 

Faisons tendre ä la fois tcus les ^t et e vers zero. Les deuz membres 
extremes de ces inegalites tendent vers la meme limite, qui est, par d^fini- 
tion, le second membro de l'equation (5).Donc la limite de Texpression du 
milieu, qui est le premier membre de cette ^quation, sera ia m^me que 
la prec6dente. L'equation (5) est donc d6montr6e. 

§ 4. Ensembles. Formes diverses de la condition 

d'int6grabiUt6. 

228. Points limites d'un ensemble. — Considerons un Systeme de 
valeurs de x en nombre fini ou infini. Chaque valcur de x s'appelle un 
point ; la coUection des points consideres s'appelle un ensemble, 

Un ensemble E est bome supärieurement (inferieurement), si tous 
les nombros qui le composent sont inferieurs (superieurs) a an nombre 
fixe. Si tous les points d'un ensemble sont compris entre a et b^ nous 
dinms que Tensemble est bome par les points a eib. 

On nomme point limite d'un ensemble E tout point p tel que Tinter- 
vallo (p — e, p + e) contienne uno infinite de points de E, quelque petit 
que soit le nombre positif e. Dans ce cas, p peut etre considere comme 
la limite d*une suite de points de E et reciproquement. 

Tout ensemble bomä E qui contient une infinite d'dl^menis admet 
au moins un point limite. 

Pour le montrer, supposons E borne par les points a et b, Partageons 
Tintervalle (a, b) en deux parties egales. Une des deux moities au moins 
contiendra encore une infinite de points de E. Partageons encore en deux 
la moiti6 qui jouit de cette proprietc et continuons ainsi de suite ind^fini- 
ment. Nous formerons ainsi une suite d'intervalles, successivement Inte- 
rieurs les uns aux autres, indefiniment decroissants et contenant tous une 
infinite de points de E. Los limites de ces intervalles tendent vers un 
m6me point p qui sera un point limite de E. 

229. Ensembles derives. — Si Tensemble E contient une infinite de 
points, l'ensemble de ses points limites forme un nouvel ensemble E' que 
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Ton appelle le derive de E (G. Cantor). Si E' contient encore une infinite 
de points, son derive E'' est le d6rive du second ordre de E, et ainsi de 
suite. 

Un ensemble qui contient un nombre infini d'elements est de premi&re 
esp^ce s*il n*admet qu*un nombre limite de deriv^s successifs ; il est de 
seconde eapdce, s'il admet des derives de tous les ordres jusqu'ä Tinfini. 

Un ensemble qui ne contient qu'un nombre limite de points est de 
Vordre z&ro. Un ensemble qui admet des derives des n premiers ordres 
mais pas davantage est de Vordre n ; alors son d6riv6 de Tordre n ne 
contient qu*un nombre limite de points. 

230. Ensembles parfaits. — M. C. Jordan appelle parfait tout 
ensemble E qui contient son derive E'. Nous allons d6montrer le theoreme 
suivant : 

Tout ensemble därivä est parfait. 

Si un ensemble est compos<§ d'un nombre limite de points, il n*admet 
aucun point limite et il est parfait. Supposgns donc que le d6riv6 E' d'un 
ensemble E renferme une infinite de points et soit p un point limite de 
E'. Quel que soit e, l'intervalle (p — e» p + renferme, par definition, 
une infinite de points de E'. Soit q Tun d*eux ; l'intervalle {q — ^,q + ^) 
et a fortiori l'intervalle (p — 2e, p + 2e), qui contient le pröcedent, 
renfermeront une infinite de points de E. Donc, 2e 6tant aUssi petit qu*on 
veut, p est un point limite de E et p appartient k E'. Ou voit ainsi que 
E', contenant tous ses points limites, contient son d6riv^ et est parfait. 

231. Ensembles oomplementaires. Points frontieres — Soit E un 
ensemble. Si E ne contient pas tous les points possibles, les points qui 
n'appartiennent pas ä E forment un nouvel ensemble E^. Les deux 
ensembles E et Ei se nomment compl^mentaires. 

Soit a un point quelconque ; le point a se nomme un point flrorUi^e 
de E (ou de EJ, si, quelque petit que soit le nombre positif t, l'intervalle 
(a — 6, a + e) contient toujours des points de E et de son complemen- 
taire E, . 

Tout point de E qui n'ost pas un point fronti^re sera dit intärieur k E 
et tout point de E^ qui n'est pas un point frontiere sera dit extärieur k E. 

II resulte de ces d6finitions que, si a est un point int^rieur (ezterieur) 
a E, tout point de l'intervalle {a — t,a + t) sera aussi Interieur (ezterieur) 
ä E, & partir d'une valeur positive suffisamment petite de e. 

Les points flronti^es de deux ensembles compl^mentaires Eet Ey sont 
ceux qui appartiennent d la fois d Vun de ces detcx ensembles et au 
d^vä de Vautre. 

En effet, tout point a appartient ä E ou ä E^. Pour fixer les id^es, 
supposons que a soit un point de E. 
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D'une part, si a est un point frontiere, Fintervalle (a — e, a+e) con- 
tieot toigours, per d6finition, des points de Ej, donc a est un point 
limite de E,, par consequent, un point de Ej et a est commun ä E et E|. 
R6ciproquement, si a est un point de Ej, rintorvalle [a — e, a + e) con- 
tient toujours uno infinite de points de E^ et, de plus, un point au moins 
de E (le point a), Donc a est un point frontiere. 

Soit e(x) une fonction 6gale ä 1 en tout point de E et ä en tout autre 
point. II resulte imm6diatement de leur d^finition que les points frontieres 
de E sont les points de discontinuit6 de e(x), On en conclut facilement la 
proposition suivante : 

Tout ensemble E qui ne conHent pas tous les points, possibles admet au 
moins un point frontiere. 

En effet, entre deux valeurs de x appartenant respectivement a E et ä 
son compl^mentaire E^, la fonction e{w) passe de 1 ä 0. Goname eile ne 
peut passer par aucunc valeur interm^diaire, eile possede au moins un 
point de discontinuite entre ces deux valeurs de x {n^ 27, VI) et ce point 
est un point frontiere. 

232. Mesure des ensembles. — Soient E un ensemble de points, 
e(x) une fonction egale a 1 en tout point de E et a en tout autre point, 
a eib (b>a) deux nombres quelconques; formons les deux integrales : 

E rö D fb 

I e(x)dx^ I e(x)dx. 

Ja Ja 

La premiere s'appelle la iongueur extdrieure de E dans Tintervalle 
(afi), la seconde sa Iongueur intdrieure. Quand ces deux integrales sont 
egales, leur valeur commune s'appelle simplement Iongueur de Tensemble 
dans Tintervalle {a,b) et Ton dit que Tensemble est mesurable dans cet 
intervalle. Lorsque l'ensemble E est borne par les points a et b, on dit 
que les expressions precedentes sont les longueurs de E, sans designa- 
tion d'intervalle. 

Supposons que Ton d^compose l'intervalle (a,6) en parties consecutives, 
infiniment petites, S^ et rappelons-nous la signification des deux inte- 
grales precedentes, nous pourrons enoncer les propositions suivantes : 

La Iongueur exterieure de Vensemble E dans Vintervalle {afi) est la 
limite de la somme des parties 8^ qui contiennent un point au moins de 
E ; la Iongueur intMeure la limite de la somme des parties qui ne ren- 
ferment que des points de E. Ces limites sont ind&pendantes du mode de 
subdivision de {a,b) en intervalles 8^. 

Appliquons aux deux integrales qui mesurent les longueurs exterieure 
et interioure de E la relation du n^ 227. II vient 

K rb 1) rb E rb 

I e{cc)dx — I e(pc)dx— äA%c,e[x]dx, 

J a j a Ja 
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Or la fonction disc.e(^) est egale a 1 en tout point froDtiere de E et ä 
partout ailleurs. D*oü la proposition suivante, qu*il est d'ailleurs facile 
d'obtenir directement : 

La diffärence enire les longueurs extärieure et intärieure cTun 
ensemble E est ägale d la longtceur extärieure de Vensemble de ses polnts 
froniidres, 

Cette proposition conduit au theoreme suivant : 

Pour qu'un ensemble soft mesurable^ il est necessaire et süffisant que 
Vensanhle de ses points firontUres soii de Umgtieur nulle. 

233. Enflembles de longueor nulle. — Les ensembles de longueur 
nulle pr6sentent, comme on le voit, un iuteret particulier. 

La condition necessaire et süffisante pour que E soit de longueur nulle 
dans Tintervalle (a/), est que Ton ait 

\ e{x)dx = 0^ 



a 



ou que la somme des parties o^ de Tintervalle (afi) qui contiennent un 
point au moins de E ait pour limite 0, quand toutes ces parties tendent 
vers 0. D*ailleurs, s'il en est ainsi pour un premier mode de subdivision 
il en sera de mdme pour tous. 

Tout ensemble qui ne contient qu'un nombre limite de points est 
6videmment de longueur nulle. Plus g6n6ralement, on a le th^or^me 
suivant : 

T<mt ensemble de premi&re esp^ce est de longueur nulle. 

Le theoreme est vrai pour un ensemble de Tordre ; pour le demon- 
trer en general, supposons le dejä prouv6 pour l'ordre n — 1 et montrons 
qu'il subsiste pour Tordre w. 

Soit E un ensemble de Tordre n, borne par les points a et b, Son n***"® 
derive E^") ne contient qu'un nombre limite de points. Supposons d'abord 
qu'il n*en contienne qu*un seui b; alors, quelque petit que soit s, Tensemble 
des points de E compris entre a et 6 — s et de l'ordre (n — 1) et Ton 

a, par hjpothöse, 

E rb-s, 
I e (x) dx = 0, 

Ja 

par cons^quent, 

H rb E rb-l E fb E fb 

\ e Ix) dx = + \ e {x)dx = \ e(x)dx < z^ 

Ja Ja Jb^t Jb-i 

et E, etant aussi potit qu'on veut, E est de longueur nulle. 

Si le n^^^^ derive ne contenait que le seul point a, le raigonnement serait 
analogue. Enfin, dans le cas general, on peut parlager Tintervalle {a,b) 
en intervalles cous^cutifs, ne contenant plus de points de E^"^qu*a Tune 
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des limites; par suite^ E etapt de longueur nulle dans chacune de ces 
parties, sera aussi de longueur nulle dans Tintervalle (a, b), 

Les ensembles de longueur nulle poss^dent une propriete qui prä- 
sente au point de vue de Tint^gration un grand interM : 

Soit f(x) une fbnction bomäe ; on ne modifiepas Vintägrale (par excds 
ou par dcfaut) de ceiie fbnction dans r Intervalle (a, b), si Von remplace 
f(x) par une autre fonction bot^ee f^ (x), pourvu que Vensemble des 
points oü f{x) etfi(x) diff^ent Vune de V autre ait une longueur nuMe. 

£n eifet, soient E l'ensemble de longueur nulle dos points oü f^ dif- 
fere de f^ e(x) la fonction definie precedemment par rapport a E, M une 
limite sup^rieure de la difförence absolue entre /*et f^, La fonction f^ est, 
pour chaque valeur de x^ comprise entre les deux limites : 

f± MelcG)\ 

donc son integrale par ezces est, en vertu des proprietes IV et V du 
vP 225, comprise entre les deux limites 

K rb E rb 

I fdx ± M \ e{x) dx 



Le second terme etant nul, puisque E est de longueur nulle, il vient 

E rb 



3 rb E rb 

\f^dx= I fdx. 

Ja Ja 



La demonstration se fait d*une maniere analogue pour l'intögrale par 
defaut. 

234. Formes diverses de la oondition d'integrabilite. — Gonsiderons 
une fonction /^(a?) , bornce dans Tintorvalle (a, b), La oondition neces- 
saire et süffisante pour que cette fonction soit integrable, est que les 
deux sommes (n^ 222) : 

n n 

S = 2 M|0/, 5 = 2 mfii 

aient la meme limite ou que la somme essentiellement positive : 

A = 2 (M, — mi)Bi 

ait pour limite avec tous les intervalles ^/. 

Rappelons*nous (n^ 203) que, lorsque tous les intervalles S, tendent 
vers 0, la somme S tend vers sa limite inferieure, la somme s vers sa 
limite sup^rieure. 11 en r^sulte que A tend vers sa limite inferieure. De la 
cette premiere forme de la oondition d'integrabilit6 : 

L Pour que f\x) soit intägrable dans Vintervalle (a,ft), il faut et il 
süßt qvüä tout nombre positif e, si petit qu'il soit, corresponde un mode 
de subdivision pour lequel on ait A < e. 



— J24 — 

En effet, dans ce cas, A, qui est essentiellement positif, a pour limite 
införieure et, par cons6quent, tend vers 26ro avec tous les ^t, 

La formule du n® 227 fournit une autre expression de la condition 
d'integrabilit6 : 

II. La condition (Tintögrabilitä dune fbnction bomäe f[x) dans 
Vintervälle (a, b) est que Von ait 

Erb 

\ diac. f(oß)dco = 0. 

Teile est, en effet, la condition d'6galit6 des deux integrales par 
excös et par d6faut. 

Cette condition peut etre presentee sous une forme d*une virification 
plus cominode en pratique. A cet effet, soit f un nombro positif quel- 
conque. Designons par Er Tensemble des points de Tintervalle (a, b) oü 
la discontinuite de f(x) est =' ou > e. Cet ensemble dopend gön^rale- 
ment de e. La consid^ration de Tensemble Es conduit a la proposition 
suivante : 

in. La condition dCintegrahilit^ dune ftmction bomäe f{oD) dans 
Vintervälle (a, b) est que Ee soit de Umgueur nulle, quelque peUt que 
soit e. 

En effet, soit e (x) une fonction 6gale a 1 en tout point de E^ et a 
partout ailleurs et designons par M — m Toscillation de f(x) dans Tin- 
tervalle (a, 6) ; on a 6videmment, pour toute valeur de x dans cet 
intervalle, 

ze (x) < disc. f(x) < e + (M — m) e (x). 

Multiplions par dx et integrons par exc^s entre a et 6 ; il viendra» 
Eg dösignant aussi la longueur extörieure de Tensembl) Ee. 

= E rb — 

6 Ee < disc. f(x) dx < t (b — a) + (M — m) Eg. 

Ces in6galit6s prouvent evidemment que Tint^grale ne peut dtre nulle 
que si Eg est toi\jours nul et que, reciproquement, Tint^rale sera nulle, 
si Ee est constamment nul quand e tend vers z6ro. 

De cette derniere proposition on conclut, comme cas particulier, la 
suivante : 

Toute fonction bomäe dans Vintervälle (a, b) qui, quelque petit que 
soit e, n'a qu'un nombre limitä de discontinuitäs supärieures d e, est 
intägrable dans cet intervalle, 

Cette proposition conduit elle-m§me au thöorömo suivant : 

Toute fbnction botmäe f{x) qui varie constamment dans le m^me sens 
dans VifUervalle (a, b) est integrable» 



En effet, la somme de toutes les discontinuit^s de f[x) dans rintervalle 
(a, b) ne pouvant surpasser la valeur absolue de f[b) — f{a)^ le nombre 
de Celles qui surpassent une quantitä donnee e est nicessairement limit6. 

235. Integrales prises dans nn ensemble. — Soient E un ensemble 
borne par les points a et 6, f[x) une fonetion döfinie en tout point de E, 
c'est-a-dire ayant une valeur d^terminee, ou, tout au moins, des limites 
d'iodetermination determin^es en tout point de E. 

Pour dMnir les integrales de/'(a?) dans Tensemble E, considerous 
une fonetion f^ [x] egale a f[x) en tout point de E et ä en tout autre 
point. Les deux integrales 

^ rb D fb 

f^ [x] dx et I /i [x] dx 

Ja Ja 

seront les inUgrales par exces et par däfaut de f{x) dans Fensemble E, 
Si ces deux integrales sont egales, la fonetion f[x) est integrable dans 
Fensemble E. 

Considerons, en particulier, le cas oü la fonetion f{x) est d6finie dans 
rintervalle (a, h), On peut enoncer la proposition suivante : 

Si la fonetion f[x) est integrable dans tintervalle (a, ft), eile est atcssi 
intägrable dans tout ensemble mesurable E bomä par les points a et b. 

En effet, soit e (x) une fonetion 6gale ä 1 en tout point de E et a 
partout ailleurs. Cette fonetion sera integrable dans rintervalle (a, b), 
Mais on a, dans rintervalle (a, b)^ 

/i(a?)=e(a?)/'(a?). 

Donc, f^ etant le produit de deux fonetions integi*ables, est integrable 
dans rintervalle {a, b). 
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GHAPITRE VII. 



Formules fondameniaies de la thöorie des courbes planes. 



§ 1. Tangente et normale aux oourbes planes. 

236. Bepresentation analytiqne d'nne oourbe plane. — £n premier 
Heu, une courbe plane peut Stre considöräc corame le lieu des points 
du plan dont les coordonn^es cart^siennes o; et y sont li^es par une 
öquation 

(1) FQr,y)=0. 

Nous appellerons point ordinaire de la courbe, tout point oü la 
fonction F est continue ainsi que ses d^riv^es partielles de tous les 
ordres et oü les deux däriväes partielles F^ et F^ ne s'annulent pas 
simultanöment. Les autres points de la courbe sont des points singu- 
liers ; nous les supposerons, s*il en existe, isol^s les uns des autres. 

Dans le voisinage d'un point ordinaire oü F^ n'est pas nul, l'öqua- 
tion (1) definit une fonction implicite ydex (n^ 142) (^) ; on peut donc 
räsoudre l'öquation (1) par rapport ä y et la ramener, au moins impli- 
citement, ä la forme 

(2). t/ = A:r), 

la fonction f(x) ayant, suivant les principes de därivation des fonctions 
implicites, une dörivöe flnie et deterrainöe — Fi : F^. 

Si ¥l s'annulait en un point ordinaire, Yx ne s'annulerait pas ; la 
resolution de l'öquation pourrait se faire par rapport ä x considör^e 
comme fonction de y et Ton aurait une conclusion analogue ä la 
pröcödente. 

Nous raisonnerons le plus souvent sur T^quation de la courbe mise 
sous la forme (9,), mais nos formules s'ätendront aux äqualions de 



(^) Le th^oröme du n^ 142 est iin peu abstrait pour les döbutants. On peut 
s'en passer et admettre Tcxistence de la fonction implicite comme une condition 
de plus imposöe ä F {x, y). 
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la forme (1) en vertu des rftgles de dörivation des fonctions implicites. 
II faudra seulement se borner ä considörer les points ordinaires de la 
courbe. 

En second lieu, on peut ronsid^rer une courbe plane comme le 
lieu des positions successives d'un point mobile. On est alors conduit 
ä exprimer les coordonnöes xeiy äe ce point en fonctions continues 
d'un paramfetre variable t. La courbe est alors döflnie par deux 
öquations 

(8) ^• = cp(0, y«+(0. 

et Ton dit que ces formules fournissent une reprisentation param^- 
trique de la courbe. Quand nous ferons usage de cette reprisentation, 
nous supposerons que les fonctions f ei ^ sont continues ainsi 
que toutes leurs däriv^es, saui pour des valeurs exceptionnelles de L 

En supposant que t devienne ögal ä x, on reviendra comme cas 
particulierdu modede reprisentation (3) au mode de representation (2). 

Une courbe ätant donn^e sous la forme (3), il suflit d'äliminer t 
pour mettre son äquation sous la forme (1). L'^limination pourra 
toujours se faire si Tune des deux äquations est rösoluble par rappcrt 
ä t, car il suffira, cetle resolution faite, de porter la valeur de t dans 
Tautre equation. 

237. Tangente en ooordonnees cartMiennes.. — Consid^rons une 
courbe plane, rapportöe ä des axes rectangulaires ou obliques, et 
admettons d*abord que son Equation soit de la forme 

y ^ fW- 

Nous supposerons que cette fonction f(x) ait une dörlväe döterminee 
en tout point de la courbe dans Tintervalle des valeurs de x que Ton 
considfere. 

La tangente en un point M de la courbe est, comme on le sait d^jä 
(n^ 58), la limile d'une söcante qui passe par le point M et un autre 
point M' de la courbe qui se rapproche indöfiniment du premier. 
Soient x, y les coordonnäes du point JA, x + ^ eiy + ^y Celles du 
point ivf; Pequation de la säcante sera (i, ri designant les coordonnöes 
courantes) 

(4) ^'""^/-^iS-^')- 

Faisons lendre le point M' vers le point M ; Ax et Äy lendent vers 
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et leur qiiotient vers la d^riv^e y' de y par rapporl ä x. L'^quation de 
la tangente au point H sera donc 

(6) fi — y-y'd-x). 

On met souvent T^quation de la tangente sous iine forme plus 
symötrique. Si Ton remplace y' par dy : dx dans T^quation (5), l'öqua- 
tion de la tangente peut s'öcrire 

m l--x^ri — y 

^ ' dx dy 

Gelte nouvelle forme a Favantage d'Ätre symötrique en x et en y. 
Elle est ind^pendante, comrae nous le verrons, du mode de repräsen- 
tation adoptö pour la courbe. 

Supposons, en second Heu, que Töquatlon de la courbe soit de la 
forme plus gönörale 

F (X, y) - 0. 

Si le point M est un point ordinaire, uue des deux d^riv^es Fl ou Fi 
est difförente de z^ro. On peut, en vertu de Töqualion pröcedente, 
consid^rer y comme fonclion de j; ou a: comme fonction de y. Si Ton 
considfere y comme fonction de x, on trouve, en derivant totalement 
l'öquation de la courbe^ 

Fi-h/y'Fi-o. 

Remplacant j/' par sa valeur — Fi : Fy, Täquation (6) devient 

(7) (S-^)F; + (Ti-t/)F;=-0. 

Cette forme de l'^quation de la tangente est ägalement symötrique 
en X et en y. Elle donne Heu au thöor^me suivant : 

En tout point ordinaire d'une courbe F(x, y) = 0, existe wie tan- 
gente unique et bien ditenninie, Son i^quation s'obtiendra en diff^en- 
tiant totalernent celle de la courbe et en remplacant dx par l — x etdy 
par ri^-y. 

On remarquera que Töquation (7) tombe en däfaut en un point sin- 
gulier oü Fi et F^ s'annulent ä la (ois, car Töquation disparalt alors, 
son Premier membre ötant identiquement nul. 

Considerons maintenant une reprösentation paramötrique de la 
courbe teile que 

x = 'f(t), 2/-= 'HO- 
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L'equalion de la söcante MM' peut s'^crire 

5 — ^ = !Lzil. 

Ao: Ay 

Divisons les denominatcurs par raccroissement A( qu*il faut donner 
au paramfetre pour passer de M ä M'. Faisons tendre At vers 0, donc 
M' vers M et passons ä la limite. Les quotients Ao; : A^ et Aj/ : At ten- 
dent vers ies dörivöes suppos^es existantes x^ ety' de ^r et de y par 
rapport ä i, L'^quation de la tangente sera donc 

(8) M = ^^- 

Cette ^quation suppose toutefois que x^ et y' ne soient pas niils tous 
deux au point M, auquel cas cette äquation disparaitrait encore iden- 
tiquement. 

On peut multiplier par dt les deux dönominateurs de röquation (8), 
on retrouve ainsi r^quation (6) de la tangente. 

L'^quation de la tangente doit etre modifi^e lorsque x' et y' s'an- 
nulenl tous deux au point M. Dans cette hypothfese, soient x^^^ ety^**^ 
les deux premiferes dörivöes du mfime ordre qui ne s'annulent pas 
simultanöment au point M. Toutes les däriväes pröc^dentes ätant 
nuUes au point t, la formule de Taylor donne (n« 87) 

Dans ce cas, avant de passer ä la limite, nous diviserons donc les 
d^nominateurs Ao; et At/ de Töquation de la secante par (A()^ . A la 
limite, At tendant vers 0, nous obtiendrons T^quation de la tangente 
sous la forme exceptionnelle 

S — a; ^ 7i-~y 

Cette öquation subsiste si x^^^ ou y^^^^ seul s'annule. Mais eile se 
r^duit, dans le premier cas, ä l—x = 0, et dans le second, ä ti— y = 0. 

238. Equations de la normale (axes rectangulaires). — La normale 
en un point M de la courbe est la perpendiculaire ä la tangente, menee 
par ce point. Supposons les axes rectangulaires. Alors les coefTicients 
angulaires de la tangente et de la normale sont inverses et de sigaes 
contraires. On pourra donc donner ä la normale diverses formes 
correspondant ä Celles de la tangente. 



— 230 — 



La premifere correspond ä röquation (6) et est indöpendante du 
mode de reprdsentation de la courbe, c'est r<5quation 

(9) {^^x)dx + (y\ — y)dy^O. 

Si Ton considfere y comme une fonction de x ayant pour d^riv^e y\ 
on ecrira röquation de la normale sous la forme qui correspond ä (5). 
Ce sera 



(10) 



VI — J/ = — 



y' 



Si la courbe a pour öquation F(a;, j^) = 0, la normale en un point 
ordinaire aura pour äquation 

5- 



(11) 



X 



y 



Fa? Fy 

Enfin, Six eiy sont considdräs comme lonctions de t, on mettra 
r^quation de la normale sous la forme, qui correspond ä (8), 

(12) (k-x)x' + (n-y)y^ = 0. 

239. Calcnl de quelques Segments remarquables. — Gertains Seg- 
ments, däfinis au moyen de la tangente et de la normale, se rencon- 
trent naturellement dans Tetude des courbes planes ; nous les calcu- 
lerons d'abord dans Thypoth^se d'une representatum paramStrique, 
c'est ä-dire en considörant x eiy comme fonclipns de t 

La sous'tangente St est le segment 
PT de Taxe des x (flg. 4), comptö 
avec un signe determinö du pied de 
l'ordonnöe du point M jusqu'au point 
oii la tangente coupe Taxe des x. 
Les sens positifs et n^gatifs sont 
les mSmes que pour les abscisses. 
La sous-tangente s*obtient donc en 
faisant yi =^ dans l'öquation (8) de la tangente et en tirant de 
la la valeur de € — ^. II vient ainsi (en coordonnäes rectangulaires ou 
obliques) 

(18) 




s. — y4' 



y 

La sous-normale S» se däfinit par rapport ä la normale comme 
üi par rapport ä la tangente. C'est le segment PN de la figure. Sa 
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valeur s'obtient en posant t; =: dans l'^quation (12) et en tirant 
de lä la valeur de i — x. II vient (en coordonnöes rectangulaires) : 

Les longueurs T et 'S de la tangente et de la normale sont les 
longueurs absolues MT et MN, comprises sur ces droites entre la 
courbe et Taxe des x. On a donc (en coordonnäes rectangulaires) : 

T = Vsf+7« = ± l^vS'M^. 

(16) \ ___ 

N = \fin+y = ± ^Va;" + !/'*. 

La distance P de l^origine ä la tangente se tire de röquation de 
cctte droite par un principe bien connu de göomdtrie analytique. On 
conclut de T^quation (8) (en coordonnees rectangulaires) : 

(16) p = ± ^^y-y^^ . 

V ^" + y'' 

Si, au lieu de consid^rer xeiy comme fonctions de t, on considöre 
y comme fonclion de x, il faul faire x' = i dans les formales präcö- 
dentes. On trouve les expressions plus simples : 

' S, = ~-|r' Sn = yy\ T = ± jr'^V+Y^ 

V 1 + j/ * 

240. Applications (coordonnees rectangrulaires). — I. Parabole : 
yz «= Spx. Considörant y comme fonclion de o?, on a j/j/' = p. On 
trouve donc 

Tangente : iw = p(5 + a:) ; 

Normale : (i — a;) y + (yi — y) p = 0. 

Les formules (17) donneront ensuite : 

Donc, dans la parabole^ la sous-normale est constante. 
II. Ellipse : — + -p- = 1. On trouve : 

Tangente : ^ + ^ = "l 5 

Normale : -^ — -^ - a« — ft« = c». 

X y 
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On se sert souvent d*une repräsentalion paramölrique de Tellipse. 
On exprime x eiy en fonction de t (anomalie excentrique) par les 
equations : 

X = a cos ty y = b sin t. 

On trouve ainsi, par les formules (18), (14), (16) et (16) : 

Si = fl sin (tg f, Sn = — — cos «, T = tg r Va*sin*^ + ft«cos*^ 



N = - Va«sin^i + t^cos'^^ P = 
a 

On a donc la relalion PN = J*. 



ab 



SlaHinH + fc^cos*^/ 



III. Hyperbole : — ^ — ^ = 1. On trouve : 



.1^ 
a' 



W 



Tangente : ^ — -^f = 



= 1; 



Normale : —^ -\ *- 

X y 



« a« + ft« = c^ 



IV. Logarithmique : y =^ ae^^. On trouve, par la premifere des 
formules (17) : 

St = = — = const. 
m 

On rapprochera cette propriötö de celle de la parabole, qui a une 
so'js-normale constante. 



V. Cycloide. — La cycloide (flg. 5) est döcrile par un point M de la 
circonförence d'un cercle de rayon a qui roule sans glissor sur une 
droite fixe OX. Prenons cette droite pour axe des x, pour axe des y 

la perpendiculaire men^e 
par le point döcrivant au 
moment oü il se trouve sur 
OX. Considörons une autre 
Position du cercle gönära- 
X teur. Soit OAlaquanlitö dont 
le point de contact s'est dö- 
placä sur Taxe des x. D'apr^s la döfinition du roulement,il s*est d^placä 
de la mßmc quantitö sur le cercle. Donc Tarc AM entre le point de 
contact et le point döcrivant est ägal ä AO. Cela pos^, soit t Taiigle 
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variable des rayons CA et CM. Exprimons xeiy en fonction de /. On 
a OA -= AM = at; d'oü 

j o: = OA — MQ -= fl (t — sin 
(^®) i y = AG — QC = fl (1 — cos /). 

Ces äquations fournisscnt une repr^sentation paramötrique de la 
cycloide. Elles monlrent que la cycloide se compose d*une suite 
illimilöe d*arcades ägales, siluöes au-dessus de OX, ayant rcspective- 
ment pour hauteur le diam^tre ia et pour base la circonfdrence ^an 
du cercle gen^rateur. 

On a, dans le cas actuel, 

x' == a (l — cos t) = y, y' ■■= a sin t. 
On en deduif la valeur de la sous-normale 

.S„ = ^ = j/' = asin^ 

X' 

Donc S}, est ^gale ä la projection du rayon MC sur Taxe des x, et, 
par cons^quent, la normale passe par le point de contact du cercle 
gön^rateur. 

241. Podaire d'nne oourbe plane. — On appelle podaire d'une courbe 
par rapport ä un poiut le lieu g6ometrique du pied de la perpendiculaire 
abaissee de ce point sur la tangente. 

Supposons que la courbe ait pour equation F(a?,y) = 0. Pour trouver 
Celle de la podaire par rapport ä Torigine, il faut eliminer x eiy entre 
requation de la courbe et les deuz suivantes : 

(5-0?) F; + (tj -y) F; = 0, « Fy-Ti f; = 0, 

qui sont Celles de la tangente et de la perpendiculaire abaissee de Tori- 
gine sur la tangente. La relation qui en resulte entre 5 et t) est T^quation 
de la podaire. 

Consid^rons, par excmple, les courbes de Lama ou courbes triayigur 
laires symätriques^ qui ont pour equation 



(■■r<fr-^ 



les ^quations de la tangente et de la perpendiculaire sont : 

'a\aj l \bj 



.aj 



07 Y» 1 /y\m-l 
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Par les proprietes des fractions egales, on conelut de la derniere 
equation 

«/ m tn—i 



a\.aj l>\b 






iCi*»!) 



er- 



(f 



\m 



m 



L'^limination de o? et y est donc immediate. La podaire par rapport a 
Torigine a pour equation 



m 



m 



m 



Vellipse et Vhyperbole en particulier, qui ont pour 6quations : 



a;2 yÄ ^ x^ y^ 



■^+ 



1, 



X.2 -^J 



a' 62 '' «2 ^2 

auront pour podaires par rappoi-t au centre : 

($* + Tj2;2 = (a«)2 + (6tj)2, («2 + ,i2)t = (a5)«-(6Ti)«. 

Si l'hjperbole est 6quilatdre, a = 6 ; sa podaire devient 

(P + tj2)* = aM5* — ^*). 

C'est une lemniscate de Bemouüli, dont ^equation sera r^ = a^ cos 26 
en coordonn^es polaires. 

242. Cioordonnees polaires. — Soient r et le rajon vecteur et Targu- 
ment d*un poiut du plan ; une courbe plane peut aussi ^tre d6finie par 
une relation , 

F(r,e) = 

entre les coordonn^es d'un quelconque de ses points. Nous supposerons 

göneralement que cette Equation peut ^tre 
resolue par rapport a r. L'equation de la 
courbe prend alors la forme 

Soient r et 6 les coordonn6es d'un point 
particulier M de cette courbe (fig. 6). 
Menons la tangente en ce point. Abaissons 
du pole la perpendiculaire OP sur la tan- 
gente. Soient p la longueur de cette droite 
et OL l'angle qu*elle fait avec Taxe OX. 
L'6quation de la tangente sera (p, t designant les coordonnees courantes) 

p cos (t — a) = p, 

II s'agit de determiner a et p. La tangente passant par M, on a d'abord 

r cos (6 — a) «p. 
Admettons pour un instant que a et p se rapportent a la söcante MM'« 




— X 



Fig. 6. 
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La relation precedente demcurcra verifiAe quand on remplacera et r 
par les coordonnees r -4- ^^ et f AO de M'. On aura donc 

A. r cos (6 — a) =» 0. 

Divisons par AO et faisons tendre A6 vers zero. Nous obtiendrons a la 
limite la relation qui convient a la tangente, savoir 

.rco8(6 — o[) = r'co8(6 — a) — r8in(6 — «)»=0; 



d» 



d'oü 



r' 



tg(e-,)= ^ 



On en conclut 



cosfx— a) co8[(x— e)4-(ö — a)] , ^v r' . , ^- 
TL f = 7^-^ — - = COS (x— 6) 8in(T — 6) 

C08(e — a) C0S(e — a) \ i ^ \ f 

L'equation de la tangente au point (r, 0) sera donc 

(19) ':«.co8(t — e)--— 8in(x — 6). 

Soit fjL Tangle du rajon vecteur GM avec la tangente menee dans lo 
sens oü va en croissant. Get angle est le complementaire de (6 — a). 
Comme il est compris entre et tt, il est compl^tement determine par la 
formule 

120) ' tgfx = -^. 

La sous4angenie St et la sotcs- normale Sn en coordonnees polaires 
sont les valeurs alg^briques des Segments OT et ON (fig. 6) compris sur 
la normale au rayon vecteur entre le pole et la tangente ou la normale. 
On aura 

(21) s; = -J, S; - r'. 

Les Segments ainsi calcules auront le signe de tg(i. On voit facilement 
qu'ils seront positifs ou uegatifs, suivant qu'il faut faire tourner le rajon 
OM d'un angle droit dans le sens positif ou dans le sens negatif pour 
Tamener dans la direction de ON. 

La tangente T' et la normale N' en coordonnees polaires sont les 
portions MT et MN de tangente et de normale comprises entre le point 
M et la perpendiculaire NOT menöe par Torigine au rayon vecteur. On 
a, les ezpressions devant Stre prises positivement, 



[22) T' = — V^* + ^'S N' = V^* + r\ 
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La perpendlculaire abaissöe du pole sur la tangente a pour longueur p 
et pour inclinaisoD a ; on a 

p = rcos(6 — a) = 



(23) i ^, >"^+^ 



a 



— arctg -- . 



r 



En eliminant entre les deux equations p = p et x = a oü les seconds 
membres seront exprlmes en fonctioiis de 9, on obtiendra entre p et x 
l'equation de la podaire de la courbe par rapport au pole. 

243. Applioations (ooordonnees polaires). — I. Spirale dCArchimdde : 
r = aö. On a r' = a ; on en conclut 

Donc, dans la spirale d'Archimede, la sous-normale polaire est con- 
stante et la sous-tangente au point (r, 6) a meme longueur qu*un arc de 
cercle de rajon r et d'ouverture 0. En particulicr, la sous-tangente au 
premier point oü la spirale recoupe Taxe polaire a meme longueur que la 
circonference decrite avec le rajon vecteur de ce point. 

II. Spirale logarithmique : r = ae*^^, On a r' = ma£^^ = mr. On 
en conclut. 

1 r 

^^^"=^:^* S< =-- - , Sn = mr, 

m m 



Donc : 1^) La spirale logarithmique coupe le rajon vecteur sous un 
angle constant {x ; 2**) Les points T et N (fig. 6) decrivent des spirales 
semblables ä la propos^e ; 3^) La podaire a pour 6quation 






et c'est aussi une spirale semblable a la propos6e. 

EXERCICES. 

1. Tangente, normale et Segments correspondants pour Thyperbole 
rapport6e a ses asjmptotes \ xy = a^ . 

2. Dans un cercle de rajon a, on mene un diamötre 00' et la tangente 
a Tune des extremit6s 0'. Par Tautre extremite 0, on mene une s^cante 
quelconque coupant le cercle en P et la tangente en Q. On retranche de 
OQ un Segment QM egal a OP. Le lieu du point M est une cissofde de 
Diocles, Trouver son öquation, la tangente, la normale, etc. 
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R. On prend comme pole, 00' comme axe polaire. L'equation est 
en coordonnees polaires 

r = 2a (sec 6 — cos 6), 
et en coordonnees cartesiennes 

y^ =0^ : (2a — 0?). 

3. Un cercle de rajon a roule sur une droite OX ; un point fixe ä ce 
cercle decrit uno cycloide allongäe 8*il est Interieur au cercle, une 
a/cloide accourcie s'il est exterieur au cercle. Trouver les equations de 
ces courbes, la tangente, la normale, etc. 

R. Conservons les »lotations du n° 140 (V;. Soit, en plus, h la distance 
du point decrivant au centre du cercle. On a 

a = at — A sin ^, y ^ a — h cos t. 

La normale ä la courbe passe encore par le point de contact du cercle 
et de la droite. 

4. Un cercle de rayon h roule ext^rieurement sur un cercle de rajon 
a. On considere trois points M, M' et M", fix6s au cercle mobile, le 
premier sur la circonference, le second dans Tinterieur, le troisieme a 
Texterieur du cercle. Le point M decrit une epict/cloide, le point M' une 
epicycloide allongäe^ le point M" une epicycloide accourcie, Trouver 
les equationt; de ces courbes, la tangente, la normale, etc. 

R. Prenons pour origino le centre du cercle fixe, pour axe des x le 
diametre passant par le point decnvant au moment oü il est le plus pres 
du centre fixe. Soient h la distance du point decrivant au centre mobile 
et t Tangle dont a tourne le rayon vecteur mene du centre fixe au point 
de contact. On aura 



\ 



X =^ (a -{- b) cos t — h cos ( — j — t 



I y == (a + b) sin t — h sin f ^T" t). 

La normale passe par le point de contact des deux cercles. 

5. Meme probleme, le roulement se faisant intörieurement. Les 
courbes sont alors des hypocycloides. 

R. Leurs equations 8*obtiennent en changeant dans les precedentes h 
en — A et 6 en — 6. On a 

X = (a — b) cos t -\- h cos f — - — t 

f y =^ (a — 6) sin ^ — h sin ( — y — i j. 

6. La cardioide (courbe en forme de coeur) est Tepicycloide engendrie 
par le roulement de deux cercles de möme rayon a. Si Ton prend pour 
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pule le point decrivant au moment oü il coSncide avec le point de contact. 
L equation de la courbe est en coordonnöes polaires 

r = 2a (1 — cos 0). 

D^tenniner les Clements de cette courbe et sa podaire. 
R. On trouve 

jx = «--=-. S'r=rtg-, S'n=2a8ine, 

T'=r:8in^» N'=r;co8^. p = r sin ^. 

La podaire a pour equation 

p = 4a sin* t. 

7. Podaire d*une circonference de rajon a par rapport a un point de 
la courbe. 

R. La courbe est une cardioXde (Exercice pr^cedent). 

8. Podaircs de la parabole par rapport : 1® au fojer ; 2^ au sommet. 
R. La premiere est la tangente au sommet ; la seconde une cissofde 

(Exercice 2). 

§ 2. Longueur d'un arc de courbe plane. 
Inclinaison de la tangente. 

244. Longnenr d*iin aro de oourba plane. — Considörons une courbe 

y = f(ix^)^ 

rapportee ä des axes rectangnlaires. La longueur .« d'un arc compris 
entre les points dont les coordonn^es sont x=^ a^y = f{a) eix = b, 
y = f{b), est, par däfinition, la limite du pärimfetre d'un polygone inscrit 
lorsque le nombre des cöt^s augmente ind^finiment et que chacun 
des cölös tend vers zero. 

Nous allons montrer, en admettant que f(x) a une d^riväe continue 
/*' (x) que cette limite est determiuöe et s'exprime par une integrale 
däfinie. 

Prenons, ä cet eflel, sur Tarc considörö, n + 1 points (y compris 
ses extr^rait^s) et designons les coordonnöes de Tun quelconque 
d*entre eux par xt et yi, de sorte que, les abscisses ötant numörotäes 
par ordre de grandeur, Xj et yi seront les coordonnöes a et f{a) de 
Torigine Xn ii et yn^i les coordonnöes b et f(b) de Textr^mitö. 

Inscrivons le polygone qui a ces (n + 1) points pour sommets. Le 
cot^ ci qui Joint [xt, yi) ä (x^^l, j/i+i) a pour mesure 



Ci = V(^/-M — ^<>'-f (i/i+i — ytY' 



, ^ lim V c, = lim S (Xi-^, -Xi)\/i+ /"'(S, )* . 
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Mais la formule des accroissements finis, donne, ^t ötant intermä- 
diaire entre xt et Xt^i, 

II vient donc 

Ci ^ [x^^i - Xi) \J\Jrr\liY . 

Lorsque les cötös du polygone tendent vers zöro, les difförences 
a;t+i — Xi tendent aussi vers z^ro. II vient 

n n 

S Ci = lim S 

1 i 

Cette limite est, par d^flnition (n"" 206), une integrale döfinie ; on a 
donc, en definitive, 

L'operation qui consiste ä calculer la longueur d'un arc s'appelle 
rectification. Nous reviendrons sur ce problöine dans un chapitre 
suivant, oü nous en donnerons des exemples. 

245. Derivee et difEnrentielle d'un arc de coorba. — Considörons 
maintenant, sur la courbe 

y = M. 
un arc variable «, complä depuis une origine fixe x^^a^y =f{ä) jusqu'ä 
une extremitä mobile x, y. Cet arc sera mesure par Tintögrale 

(1) s = ^dx VTTTw = f'd^ V* +!/"• 

Ja Ja 

Getto formule a elä ^tablie en regardant s comme une quantitö 
essentiellement positive et nous avons implicitement suppos^ o; > a et 
le radical a ^t^ pris positivement. Mais, pour la gen^ralitä de la for- 
mule, il convient de considörer s comme susceptible d'un double 
signe, suivant le sens dans lequel on compte cet arc. 

Nous conviendrons -de considerer le radical comme positif dans la 
formule (1), de sorteques sera positif pour a;>aetnögatif pour ir<a. 
Cela revient ä regarder Tarc comme positif quand on le compte dans le 
sens oü X varie en croissant et comme nögatif dans le sens contraire. 
Si Ton prenait le radical nägativement, la conclusion serait inverse. 

Ceci posö. on tire de la formule (1) 

(2) «' = ^ ^ vrr r . ds = dx \/r+Y', 
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£n remarquant que dy ^ yidx, la difförentielie de Tarc se roet sous 
la forme, trfes usitöe 

(8) äs = \/dx^ + dyK 

Si Ton a affaire ä une representalion pararaötrique de la courbe 
teile que x == cp (t), y =^(t), on aura, x' et y' ötant les döriväes de x 
et de y par rapport kt,dx = x^dt, dy == y'dt, d'oü 

(4) ds = dt V^M^'T 

Nous conviendrons de prendre ce radical positivement, c'est-a-dire 
de coiisiderer s comnie croissaat dans le meme sens que t. 

Enfin, on passe facilement des coordonnöes rectangulaires aux 
coordonnees polaires par les relations x -= rcos 6, y = rsin 8, d'oü 

dx = dr cos 8 — r sin 6 d9, dy = dr sin + r cos 6 d8. 

On trouve ainsi, r' designant la d^riv^e dr : dO, 

(6) ds = V^'M^^dP = dö V^M-~r^ . 

(6) ;^^ = v"^-i-^^ • 

Nous conviendrons de prendre ce dernier radical positivement, 
c'est-ä-dire de considerer s comme croissant dans le m^me sens que 6. 

246. Theoreme. — Le rapport d'un arc infiniment petit ä sa corde 
a pour limite Puniti. 

En effet, soient ^s la longueur de Tarc ^x et 4y les dilKrences des 

coordonnees des exträmitäs. La corde c a pour mesure \\x- + ly^. 

Ces quantites tendant vers zäro, on a donc 

,. Aä ,. Äx s' . 

hm — = hm - - - ^ =. = . . ^=rr =1. 

247. InolinaiBon de la tangente. — Soit cp Tangle de la tangente ä 
la courbe y = f(x) avec Taxe des x. Les axes ötant rectangulaires, le 
coeflicient angulaire de la tangente est ögal a tg cp . II vient donc 

On en d^duit 

11. y' y' 

cos » = -■-; — = = — r< sin o = -.-7^ - ■• *= "V- 
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ReniplaQons j/' et «' par dy : dx eidsidx; iious tirons des relations 
pröcödenles les formules trfes employtes 

(8) dx = ds cos y, dy = ds sin cp. 

Pour lü gönöralit^ de ces formules, on doit supposer la tangente 
men^e dans la direclion oü s va en croissant. 

§ 3. Sens de la concavitö. 
Points d'inflezion des courbes planes. 

248. Ben« de la concavite. — Soient y^t[x) requalion d'une courbe 
en axes reclangulaires ou obliques, etMun pointde la courbe oü la tan- 
gente MT n'est pas parallele ä Taxe des y (fig. 7). Si la courbe ne tra- 
verse pas sa tangente au poiut M, 
eile sera, en degä et au delä du 
point M, situ^e du m^me cötä de 
la tangente MT (au moins dans le 
voisinagedu point M). On ditque 
la courbe tourne, au point M, sa 
cancaviti du cötä des y positifs ou 
du cotä des y negalifs, suivant Fig. 7. 

que la courbe se trouve par rap- 
port ä la tangente du cölö des y positifs ou du cötö des y nögatifs. 

Supposons que les deriv^es des deux premiers ordres /*' (:r) et f\x) 
soient d^terminees et continues dans le voisinage du point M; on aura 
le thöor&me suivant : 

La courbe y = f(x) tourne sa concaviU du cöte des y positifs ou du 
cöti des y nigatifs, suivant que la dirivie seconde /*" {x) est positive ou 
negative au point consider^. 

En effet. Tun ou l'autre de ces deux cas se präsente suivant que 

Fordonnöe de la courbe est plus grande que Tordonnöe de la tangente 

ou plus petite que celte ordonnde dans le voisinage du point M (aussi 

bien en degä qu'au delä de ce point). Donnons ä x un accroissement 

positif ou negalif Aa- = dx. L'accroissement de Fordonnde de la 

courbe sera Ai/, raccroissement correspondanl de Tordonnee de la 

tangente sera y'dx ou d*/, ainsi qu'il rösulte de Tequation (6) de cette 

droite (n*^ 237). Le sens de la concavite depend donc du signe de la 

difference 

^y — dy; 

40 
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eile sera du c6t6 des y positifs si cette difförence est positive^ du cötö 
des y n^gatifs si cette diffi^rence est negative (le signe de dx devant 
rester arbitraire). Mais on a, par la formule de Taylor (n<> 87), 

i^y^dy + ^ id'y)a^fidx = dy + ^ r (^ + ^dx) dx^ . 

Si f'^(x) n'est pas nul, nx + Mx) sera du signe de/^'(x), ä 
Gondition que dx soit suffisamment petit; ensuite dx^ est essentielle- 
ment positif. Donc At/ — dy sera du meme signe que f (x). La courbe 
sera situ^e au dessus ou en dessous de sa tangente, de part et d'autre 
du point M, selon que f' (x) sera >0 ou <0. 

249. Points d'inflezion. — Ce sont ceux oü la courbe y = f{x) 
traverse sa tangente. Si la döriv^e /""(x) existe, un tel point ne peut 
se rencontrer, en vertu du th^orfeme pröc^dent, que si /""(x) = 0. 
D'oü le thöoröme suivant : 

Les abscisses des points dHnfleonon sont racines de l^dquation f'^{x)=0. 

Pour trouver les points d'inflexion, il faudra donc chercher les 
racines de cette öquation. Mais toute racine ne donne pas un point 
d*inflexion. Pour qu*un point M oii la tangente n'est pas parallele 
ä Taxe des y soit un point d*inflexion, il faut que Tordonn^e de la 
tangente MT surpasse celle de la courbe d'un cötö du point M et que 
rinverse ait lieu de l'autre cötä. II faut donc que ^y — dy change de 
signe avec dx. 

Les d^riv^es premifere et seconde ötant supposees continues, on a 

^y'-dy = ^r(^ + ^dx). 

Pour que x soit Tabscisse d'un point d'inflexion, il faut que 
f'(x + Odx) change de signe avec dx. De lä le theorfeme suivant : 

Les points d'inflexion de la courbe y = f{x) sont ceux oü /'" (x) 
change de signe. 

Supposons qu'une valeur x annule Z'" (x) et loutes les d^rivöes 
suivantes jusqu*ä Tordre n exclusivement; la forraule de Taylor 
donnera 

ly^dy^^p^(x + hdx). 

La döriv^e w***»® a maintenant un signe independant de celui de dx 
suppose sutTisamment petit. Les changements de signes dependeut 
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donc uniquement du (acteur dx" . Celui-ci ne change de signe avec dx 
que si n est impair. De lä la rägle suivante : 

Ponr qu*une racine de /"" ix) danne un point dHnftexion, il faul que 
la pretniire des diriv^es d'ordre supMeur au second qui ne s'annule pas 
en mime temps que /*"(x), sott d' ordre impair. 

Cette th^orie suppose la continuitä des d^riväes. II peut y avoir des 
points d'inflexion qui ächappent ä cette analyse pour les valeurs de x 
qui rendent discontinues les d^riv^es considör^es. 

§ 4. Courbure et döveloppöes des courbes planes. 

260. Courbure. — Soit MM' un arc de courbe tel que la direction 
de la tangente varie toujours dans le ingme sens lorsque le point de 
contact se döplace de M en M'. Considörons les deux tangentes MT 
et M'T' nien^es ä ses deux exträmit^s dans le n)äme sens. On appelle 
courbure de Farc Tangle des deux tangentes extremes ; courbure 
moyenne le rapport de cet angle ä la longueur de Farc ; courbure au 
point M la linnite vers laquelle tend la courbure moyenne quand le 
point M' se rapproche indöfiniment du point M. 

Däsignons par A^ et A(p les accroissements de la longueur de Tarc 
et de Iniclinaison de la tangente quand on passe du point M au 
point M'. La courbure de l'arc MM' sera Acp, sa courbure moyenne 
A^ : A« et sa courbure au point M 

A(p dcp 
Ijm '- = -,•-. 
A« ds 

Nous remarquerons, pour commencer, le ihöorfeme suivant : 
Dans un cercle de rayon R, la courbure est la mime en chaque point 
et igaleä 1 : R. 

En effet, Tangle au centre correspondant ä Tarc MM' est le meme 
angle Acp que celui des tangentes extremes ; donc la longueur A^ de 
rare MM' est R A^. La courbure moyenne est par consequent ägale ä 
1 : R, quel que soit Tarc MM'. Passant ä la limite, on voit que la 
courbure sera aussi ögale ä 1 : R en chaque point. 

251. Bayon de courbure. — Le courbure ötant uniforme dans le 
cercle, il est naturel de comparer les autres courbes ä un cercle sous 
le rapport de la courbure. On appelle rayon de courbure d'une courbe 
au point M, le i'oyon du cercle qui a meme courbure que la courbe 
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en ce point. Comme, dans le cercle, le rayon est lünverse de la cour- 
bure, on a le thäorfeme suivant : 

Le rayon de courbure d'une courbe quelconque au point M est igale ä 
Vinverse de la courbure en ce point. 

Le rayon de courbure se dösigne par R, on aura donc l'^quation 

Supposons que la courbe ait pour äquation 

et considörons y comme fonction de x. On a (n° 247) ip — arc tg y', 
d'ob, en dörivant, 

(2) cp'.- y" 



i + y'^ 

D'autre part, on sait (n° 245) que 

(8) s' = VrF7' 

Substituant ces valeurs, il vient 



Cette formule comporte l'extraction d*une racine carröe. On con- 
vient de considärer R comme essentiellement positif ; on choisira 
donc en consdquence le signe du radical. 

On remarquera qu'en un point d'inflexion oü y" est nul, le rayon 
de courbure devient infini. 

252. Cercle oscnlateur ou de courbiire. — Le cercle osculateur en wi 
point M d'une courbe plane est la limite d'un cercle passant par le 
point M et deux autres points M' et M" qui se rapprochent ind^finiment 
du premier, 

Supposons que la courbe ait pour äquation 

Soient x, x^ et x^ les abscisses des points M, M'^ M", a et ß les 
coordonnöes du centre et R le rayon du cercle qui passe par ces trois 
points. Posons, y dösignant la fonction l'(x) et a, ß et R des con- 
stantes, 

(6) F [X) = (x - a)« + (y - ß)^ - R^ 

Les equations qui exprlment que les trois points M, M' et M" sont 
sur le cercle sont : 

F [X) = 0, F [X,) = 0, F [x,)\^ 0. 
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Mais alors, et vertu du thöorfeme de Rolle, F' (x) a une racine 5 
entre x et x^ et une autre racine $' entre x^ et x^. Pöur la mßme 
raison, F" (x) a une racine 5i entre 5 et 5'. Les ^löments a, ß et R 
du cercle passant par M, M' et M'' vörifient donc les trois öquations : 

F(x) = 0. F'ii) = 0, F"(?J = 0. 

Fassons ä la liraite. Quand x^ et x^ tendent vers x, il en est c(ef 
meme de 5 et $i. Les ^löraents a, ß et R du cercle osculateur seront 
donc döterminäs par les trois äquations : 

(6*^) F ix) = 0, F' (x) = 0, F" (x) = 0. 

En les döveloppant, il vient 

/ (^ 1- a)2 + (j/ - ß)2 - R*, 
(6^) (x-a)+(j/-ß)j/' = 0, 

( i + y'' + {y-?)y"-o, 

Ces ^qualions fournissent des valeurs d^terminöes pour les 616- 
ments du cercle osculateur, pourvu que y" ne soit pas nul. Les deux 
derniferes dölerminent les coordonnöes a et ß du centre, car on en 
tire 

Portant ensuite ces valeurs dans la premiöre öquation, il vient 

3 

(8) 



y 



Cette formule est la mßme que (4) . Donc te raj/on du cercle osculateur 
est egal au rayon de courbure. C'est pourquoi le cercle osculateur 
s'appelle aussi cercle de courbure et son centre, centre de courbure. 

Les forraules (7) peuvent s*6crire sous une forme plus condensöe, 
si Ton tient compte de l'dquation (2). On a 

/A\ Q i dx y' dy 

(9) ß_j, = _ = _, a-X ^ = -4. 



Ces formules sont analogues ä R = ^, mais elles ont lieu sans 
ambiguitö de signe. 

253. Theoreme. — Le centre de courbure Z relatif au point M sc 
trouve sur la normale au point M ä rintersection de celle-ci avec une 
normale inßniment voisine. 

En effet, x eiy ^tant les coordonnöes de M, la seconde des äqua- 
tions (6), savoir 

F'(a:)=:(a;-a) + (ff-ß)»' = 
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exprime que le point Z de coordonn^es (a, ß) est sur la normale au 
point M. De raSme, x^ ätant Tabscisse du point M', l'^quation F' (Xi) 
= exprimera que le point Z est sur la normale au point M'. Mais 
alors, suivant le th^orfeme de Rolle, F" (x) s'annule en un point $ 
intermödiaire entre x ei Xi. Les coordonn^es a, ß dg l'intersection 
des normales en M et M' v^rifient donc les deux äquations : 

F' (x) = 0, F" (5) = 0. 

Faisons tendre M' vers M, ^ tend vers x, et, ä la limite, les deux 
öquations pr^cödentes reproduisent les deux derni^res öquations (6) 
qui döterminent les coordonnöes du centre de courbure. 

264. Position du rayon de courbure. — Le rayon de courbure a ei6 
consid^rä jusqu'ici en grandeur seulement. II est souvent commode 
de le d^finir en grandeur et en position. On appelle alors rayon de 
courbure le segment MZ menö du point M au centre de courbure cor- 
respondant. Le rayon de courbure est donc dirigö suivant la normale 
au point M du cötö oii la courbe tourne sa concavitä. 

255. Relation entre le rayon de courbure et la normale. — La lon- 
gueur de la normale, considöröe au n® 239, a pour expression 
± j/ Vi 4-t/'*. II en rösulte que Ton a, au signe prfes : 

(10) ?-»l±ll 

Precedemment N a ete consid^re comme essentiellement positif 
ainsi que R. Mais nous allons faire en sorte que Tequation (10) subsiste 
m6me en signe, II faut pour cela donner un signe ä N, savoir le signe 
+ si N est du meme cötö de la courbe que R et le signe — s*il est du 
cötö oppos^. 

En eflFet, le second membre de requalion (10) a le signe de — yy" 
II sera positif si y et j/" sont de signes contraires, alors. la courbe 

tournant sa concavitö vers Taxe OX (n° 248), R et N sont du möme 

I 

cötö de la courbe. L'inverse aurait lieu dans le cas conlraire. I 

i 

256. Developpee et developpante. — Si le point M se d^place sur la | 
courbe, le centre de courbure correspondant Z se döplace en meme , 
temps. Le lieu göomötrique du centre de courbure se norame deve- \ 
loppde. Par Opposition, la courbe genöratrice se nomme d^eloppante. 

On obtient immödiatement une reprisentation param^rique de la 
developpee. Elle est fournie par les equations (7), qui donnent 

^11] cL — x -7^ . p = 2/H ~n — ' 
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et qui expriment les coordonnöes d'un point a, ß de la d^vclopp^e en 
fonction du paramfetre x. En äliminant x entre ces deux äquations, on 
mettra Täquation de la dävelopp^e sous la forme F (a, ß) = 0. Mais il 
est souvent tout aussi avantageux d'envisager la däveloppöe sous la 
forme (11). 

La däveloppäe jouit de propri^täs remarquables, qua nous allous 
dömontrer : 

I. Le rayon de courhure en M iouche la d^eloppSe au centre de cour- 
bure Z coirespondant. 

Considärant y, a et ß comme fonctions de x, on a (6^) 

(12) (^_a) + (j/-ß)y'-0. 

D^rivons totalement cette öquation. La somme des termes prove- 
nant de la Variation des lettres o; et j^ est nulle en vertu de la troisi6me 
äquation (6) ; il reste donc 

(18) - a' - ß'y' = 0, d'oü ^^-y' 

Donc la tangente en Z ä la däveloppöe, qui a pour coefScient 
angulaire ß' : a', est parallele ä la normale en M ä la döveloppante 
(donc au rayon de courbure), qui a pour coefficient angulaire — 1 : y\ 
Par suite, ces droites, ayant le point Z commun, coincident. 

II. Varc de la diveloppie est igal ä la diffirence de Umgueur des 
rayons de courhure tangents ä ses exirimitis. 

Gonsidörant y, a, ß et R comme fonctions de x^ on a (6^) 

Si Ton dörive totalement cette öquation, la somme des termes pro- 
venant de la Variation des lettres xeXy est nulle en vertu de la seconde 
äquation (6) ; il reste donc 

(a:-a)a' + (y-ß)ß' = -RR'. 

D'autre part, en ^liminant y^ entre (12) et (13), puis en appliquant 
les propriät^s des fractions ögales, il vient 

j:_a^y-ß^ (a;-a)a^ + (y ß)ß> ^ V(a?-a)^ + (y ^^ 
a' ß' a'«4-ß'* VöM^'^ 

La dernifere ägalitä se simplifie en ayant ögard aux pr^cödentes et 
en observant que Va'^ + ß'* est la döriv^e de Tarc de la d«5veloppöe. 
Si Ton dösigne cet arc par a, il vient 

-^=±-^, d'oü R'«±cr', 
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Le signe ä choisir depend du sens dans lequel on compte Tarc <i. 
Comptons-le dans le sens oü R crolt, ce qui suppose que R varie 
constamment däns le nieme sens dans Fintervalle consider^ des 
valeurs de x, nous aurons R' = a'. Donc R et <r, ayant meme dörivöe, 

ne difl^rent que par une constante dans 
cet Intervalle. 

Considörons (fig. 8) un arc MoM de la dö- 

veloppante complö depuis un point fixe Mo 

d*abscisse Xo jusqu'ä un point variable M 

d*abscisse x. Supposons que le rayon de 

courbure varie constamment en croissant 

^^^' ^' quand on se d^place sur la courbe de 

Mo vers M. Soit ZoZ Tarc correspondant de la döveloppöe, de sorte 

que MoZo et MZ sont les rayons de courbures Ro et R di^s points 

Mo et M. Dösignons par <t l'arc ZoZ. On aura 

R = ci + C. 

Pour X = Xoj cette relation dünne R© = C, nous oblenons donc la 
relation ä dömontrer : 

(14) a = R — Ro. 

Nous avons supposd dans cette dömonstration que la Variation de 
R ätait toujours de raäme sens ; le theorfeme tomberait en döfaut si R 
passait par un maximum ou un minimum. 

267. Description de la developpante d*iin mouvement continn. Sa 
determination analytique. — Les theorfemes pröc^dents fournissent un 
moyen de döcrire la döveloppanle d'un mouvement continu quand on 
connait la developpee. Concevons un fil parfaltement flexible, inex- 
tensible et sans öpaisseur, enroule sur la developpee et s'en dötachant 
tangentiellement en Zo pour venir aboutir en Mo oü on lo coupe (fig. 8). 
Imaginons qu'on döroule le fll en le dälachant tangentiellement de la 
ddveloppäe et en le maintenant toujours tendu ; Textremitö libre du 
fil däcrira la döveloppanto. En effet, quand le fi! se delachera en Z, 
il prendra la direction ZM, et comme le brin detachö s'est accru de 
rare ZoZ, sa longueur sera R. Son extremite sera donc en M. Comme 
la longueur ZoMo du brin initial est arbitraire, a une meme däveloppde 
correspondent une infinite de d^veloppantes. 

Äu point de vue analytique, la determination des däveloppantes 
quand la döveloppöe est donnöe, se ramfene ä la rectification de Farc 
de la divelopfiCy c'est-ä-dire ä une quadrature. 
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En effel, supposons que requation de la döveloppöe soit ramen^e a 
la forme 

(15) ß = T (a). 

Prenons a comine variable indöpendante. Designons par ß' la 
däriväe de ß par rapport ä a. L*grc <j compt^ a partir du point Zo 
(fig. 8) dans le sens oü a augmenle, se determine par la formule (n^ 245) 



Gelle quadrature effectuee, le problfeme sera rösolu. En effet, soit X 
rinclinaison sur Taxe des abscisses de la tangenle ZM ä la döveloppäe ; 
les coordonnees du poinl M de la döveloppante sonl : 

a; = a 4- R cos X, !/ = ß + ft sin X. 

On a tgX = ß'. On en döduit, ZM faisant un angle oblus avec Taxe 
des abscisses (fig. 8), 

1 e;.l_ ß' 



cos X = — r-;=z=, sin X = 



VF+F"' Vi +ß'' 

Comme R = u + C, il vlent donc 

(16) x-a ' + ^ t,-ß- I^'<' + Ci 

Les seconds membres ätant fonclions de a, les äqualions (16) 
fournissent une reprisentaiion paramärique de la däveloppanle. 

Si la tangenle ZM ölait dirigee en sens opposö, cosX et sinX 
changeraient de signe, mais les äquations prdcödentes n*en seraient 
pas alteröe?, car, R varianl alors en sens inverse de », on aurait 

R = -(cr + C). 

Les öquations (16) renferment une conslante arbitraire C, ce qui 
doit 6tre, puisqu'il existe une infinite de developpantes. 

258. Adaptation des formules au cas d*une representation parame- 
triqne. — Si o; et j/ sonl des fonclions de ^ ayant pour d^rivöes x^ et 
y', les döriväes premi^res et secondes de y par rapport ä x onl pour 
expressions (n*^ 152) 

On doit donc subslituer ces valeurs ä j/' et ä y" dans les formules 
pr^cödemraent Irouvöes. 
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L'expression du rayon de courbure se deduit de la formule (4), la 
transformation donne 

Les coordonnäes a et ß du cenire de courbure seront däterminees 
par les equations suivantes, döduites des ^quations (7) : 

HS) et X y' ^^^' -^ y'' ' 3._^ 1 a^i^'+y'n 

(18) a - 0. ^^, _ ^,^, , ji - j/ + --^-^--— ^. 

Enßn la relation (10) entre R et N deviendra 

R X' {x'^ + y'« ) 



(19) 



N y{xY-xy) 



259. Applications diverses. — I. Coniques en girUral. Prenons un 
axe de la courbe comme axe des x, r^quation d'une conique en 
coordonn^es rectangulaires sera de la forme 

On en tire 

^ y ^ y' t ' 

Substituons ces valeurs dans la relation (10), il vient 

R__ _l±jrl _ yMi+y^M _ N^ 
N yy' ' ay-ß-^ ß'-ay 

d'oü 

Donc te raj/on de courbure <tune conique est proportionnel au cube 
de la normale limitie ä un axe de la courbe. 

Si Ton prend pour origine un foyer et Taxe focal pour axe des x^ 
röquation prend la forme 

ir2 + y2 = (ex + p)^ . 

En identifiant cette äquation avec la pr^c^dente, on a 

a = e2 — 1, ß = ep, y=p\ 

d'oü ß2 — ay = p2 et 

^ = St- ! 

Donc le rayon de courbure d'une conique est Sgal au cube de la 

! 

normale divisSpar le carri du demi-paramitre (ordonnie au foyer). 
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II. Parabole. Prenons Taxe de symötrie comme axe des y et la 
directrice comme axe des x. Les points de la parabole sont ä ägale 
distance du foyer et de la directrice; l'öquation de cette courbe sera 

d'oü 



"~ tp ' 


'-P 




On aura donc 






R 

N '■■ 


yy" 


— 2. 



Donc le rayon de courbure de la parabole est double de la normale 
limitie ä la directrice et il est dirigi en sens contraire^ ce qui fournit 
une construction facile de ce rayon. 

Les coordonn^es du centre de courbure sont donnäes par les 
öquations (11) qui se simplifient gräce ä la dernifere äquation ci-dessus. 
II vient 

ß = 1/ + 2j/ = 3y. 

Substituant les valeurs de y ei Ae x tir^es de ces relations dans 
r^uation de la parabole, on trouve celle de la ddveloppee 



a = X — iyy' = — -r 



i;a^ = (f-pj. 



III. Ellipse. Considerons la representation paramötrique 

a: ^= a cos /, y = b sin t. 
On en döduit 

x'=^— asin/, aj"== — acos^ y'=^b cos t, y"=^ — bs\nt, 

d'oü xY — y'ic" = ab. II vient donc (n^ 258) 

s' = \/ärsin*t + b^ cö^ 

^, _ [a^ sinH + b^ cosUy 

(abf 

Les coordonnöes du centre de courbure sont : 

b cos t (a* sin*( + b* cosH) a^ — ¥ ,, 

a = a cos / — r— ^ = cos'f 

ab a 



a sin t (a* sin«( f b^ cos«0 a« — t 



2 



ß = ft sin t ^- T— '- =^ — — - — sin»(. 
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Ces formules fournissent une representatlon param^trique de la 
döveloppäe. Si on öliinine t, T^quation de celte courbe prend la forme 

IV. Cycloide, Consid^rons la repräsenlation param^trique de cette 
courbe (n« 840) 

x=^ a{t — sin 0» ?/ = « (1 — cos /). 
On en lire 

o:' ^ y = fl (1 — cos 0, ^" = t/' = « sin f, y" = a cos t ; 

par suite, 

x'^ + y'^ ^ 2a« (1 — cos , ^'j/" — ^"y' = — a« (1 — cos t) . 

II vient ainsi 

R_ x'(x^' + y'n x '^ + y"' _ g 

N""" y(xY^x"y') xy'^x"y' 

Donc, dawÄ /a cycloide, le rayon de courbure est double de la 7iormale 
et il est dirigi dans le mime sens. 

Les coordonn^es du centre de courbure sont fournies par les 
äquations (18) qui donnent, ä cause de la dernifere ägalit^ öcrile 

ci-dessus 

a = j? + 2j/' = a (t + sin t) 

ß = j/ 4- 2j;' = — a (1 — cos 0. 

Mais, en posant t — 7t + ^, ces öquations deviennent 

a = aTc + fl (^1 — sin /i), 
[i = — 2a 4- a (1 — cos t^). 

Donc la d^veloppöe est une cycloide ögale ä la premifere mais 
däplacöe de an dans le sens des x positifs et de 2a dans celui des y 
nägatifs. 

V. Chainette. Cette courbe a pour equation 



/ ^ — *^ \ 



L'axe des x est sa base, la longueur a son paramfetre. On Irouve 

d'oü 1 + j/" = y* : ar. On en conclut d'abord 

y" « 
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Donc te rayon de courbure de la chatnette est proportionnel au carri 
de l'ordannee. 

D'autre part, il vient par la formule (10) 

N ~ yy' 

Donc, dans la chainette, le rayon de courbure est igal ä ia normale 
limitie ä la base, mais il est dirigi en sens contraire. 

260. Coordonnees polaires. — Soit <p rinclinaison de la tangente sur 
Taxe polaire, a celle de la normale. Comme ces deuz angles varient de 
la inSme quantite, on a 7' = a et il vient 

ds s' s' 
K = -7— =» — / = — • 

Mais on a (n«« 245 et 242) 

r' 

s' = Vr«Tr'S a = e — arc tg - ; 

d'oü, en derivant par rapport ä ö, 

, , rr " — r'2 r« + 2r'^ — rr" 
(20) <p'=a'_l---^_^= ^. ^ ^>. 

Rempla^ant s' et a' par ces valeurs, on trouve 

(r2 + r'2)3/2 



(21) R = 



r« + 2/-^ — rr'' 



Les coordonnees cartesienncs a et ß du ccntre de courbure s'obtiennent 
au moyen des relations (9), d*ou Ton deduit 

dv . (rsinö)' 



d9 



CD 



/ 



^^^ i . , dir ... (rcosO)' 



On aura soin do no pas confondre a coordonnee du centre de courbure 
avec a inclinaison de la normale. 

Appliquons ces formules ä quelques exemples : 

I. Spirale logarithmique : r = ae*^^. — Dans ce cas, Tangle fx est 
constant ; a etant Tinclinaison de la normale, on a a = — |jl et on 
conclut a' = 1. II vient donc 

R = 5' r= y^^r^Tr'V = r\ll + m* 

Do'jc le rayon de courbure est pro2)ortionnel au rayon vecteur. 
D'autre part, si Ton so reporte ä la valeur de la normale polaire N', 
on voit que R =^ N'. Donc le rayon de courbure est egal a la normale 



ml 

mae 
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polaire. Le centre de courbure est au point N (flg. 6). Si p et t sont les 
coordonnees du centre de courbure, on aura 

TT 

p = N' = mr^ T = 6 +— . 

En eliminant r et entre ces equatious et celle de la courbe, on 
trouve requation de la d^veloppee 

p = mae ^ ^^ 

Cette d^eloppde est une spirale dgale d la premi^e^ car, en faisant 
tourner Taxe polaire autour du pole, de maniere a augmenter l'argument 
d*une quantit^ o) definie par Tequation 

■■■> 
on retrouvera l'equation de la premiere spirale. 

II. Lemniscate de BemouUli : r* = a« cos 26. — On tire de cette 
^quation 

rr' = — a« sin 26, r' : r =— tg 26. 

On en conclut d'abord, a etant l'inclinaison de la normale, 

a = ö — arctg — =^36. 

Donc, dans la lemniscate, CincUnaison de la normale est triple de 
Celle du rayon vecteur, On a donc aussi 

^' = a' = 3. 

D*autre part, N' 6tant la normale polaire, on a 

^ cos 26 r 

De la resulte la valeur de R : 

5' ^N'__a2 



<p' 3 3r 

Donc le rayon de courbure de la lemniscate varie en raison inverse 
du rayon vecteur ät il est le tiers de la normale polaire^ ce qui permet 
de le construire facilement. 

Soient maintenant a, ß les coordonnees du centre de courbure. Faisant 
cp' = 3 dans les formules (22), il vient, reductions faites, 

a -= — (rr2co86 — rr'sinö), ß = -^ (rr* sin 6 — rr' cos 6). 

Enfin, en remplagant r* et rr^ par leurs valeurs a^ cos 26 et — a* sin 26, 
on trouve, apres quelques simplifications, 

a = ~^— cos^6, ß = TT — 8m^6. 

ör ^ ^ 3r 
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L'equatioD de la developpie s'obtient en eliminant r et 0. On a 

33 2 ',^33 

3 • o3" A2A ö T fi3" /2^ *• 



« 



+ f =(l) ^- ■'- '■■ =© 



Q 



3 ^^"3 

r a 



d'oü 



it 



^+ß»)(J-ß»)L^. 



EXERGICES. 

1. Rayon de courbure de la cissoi'de (Exercice 2, p. 230). 
R. La courbe a pour equation y* = a?* : (2a — a?). On en tire 

_ a^x{Sa—3xy 



■ttn ittn 



2. Rayon de courbure de la courbe -^ + ^ = 1. 

3 

3. Rajon de courbure et d6velopp6e de Vastrol'de (hypocycloide 
engendr6e par un point d*un cercle roulant interienrement sur un cerde 
de rayon quadruple ä), 

R. Les ^quations de la courbe 8*obtiennent en posant b ^ h ^ a:4 
dans Celles donnies a la page 237 (Exercice 5). II vient 

a7=:j(3cos^-t-co83^)=aco8% 222 

^ d'oü x^-^-t/^ =a^ 

y =^-(3sin^ — sin3^) =a8in^<. 



JL i- JL 

3 I «■J/_^.9\8 O .. I O /_.s>-.\3 



On en d^duit 

(a4-P)^+(«-ß)'-2a\ 

En faisant tourner les axes de ib^ autour de Torigine, on voit que la 
developpee est une nouvelle astroide, engendree par des cercles de 
rayons doubles den precidents. 

4. Rayon de courbure et developp6e de Yepict/cloide, 
R. En posant en abrigi (^ -f- ^) :b = m^ les 6quations de cette courbe 
sont (Exercice 4, p. 237) : 

07 = 6 (m cos ^ — cos mi), 1/ = b {m sin t — sinm^) 
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Prenant t cbmme variable independante, on trouve 

s' = 2mft sin — ~^ f, a?y '— y'a?" = 2(w + l)(md)«sin«*??^ i. 

Od en conclut 

, m-t-1 _. s' Amb . m — 1 

2 <p' 7W+1 2 

Les equations de la developp^e seront : 

a = a7 — -^=^ — r^ofmcos^ + cosw^i 

ß == « -1 = — -— h (msin t + sinmO 

La developpde dst une autre ^picycloide, Pour raraener ses ^quations 
ä la forme normale, comme les equations de T^picjcloide propos^e, il 
suifit de faire tourner les axes coordonn^s d'un angle co = ir : (m — 1) et 
de changer ^ en ^ -f* ^' 

5. Rayon de courbure et developpee de Vhypocycloide, 

R. En posant en abrege [a — b] : b := m, les equations de la courbe 
sont (Exercice 5, p. 237) 

X = b{m cos t + cos mt) , y « ft (m sin ^ — sin mt). 

Ges öquations s'obtiennent en changeant les signes de b ei de m dans 
Celles de T^picycloide. La Solution est donc comprise dans la precedente. 
La developpee sera une autre epicjcloide. 

6. Soient r le rayon vecteur d'un point d'une courbe, p la perpendi- 
culaire abaissee du pole sur la tangente. Montrer que le rayon de cour- 
bure a pour expression 

rdr rr' 
dp p 

R. Ce resultat s'obtient directement en derivant la valeur de p (no242) 
et en la comparant a celle de R (n^ 260). 

7. Rayon de courbure de la courbe : r*^= a"^ cosnö. 

R. C'est une generalisation des resultats obtenus au n« 260 (II) pour 
la lemniscate. On trouve (a etant Tinclinaison de la normale) 

N' 1 ö'^ 



a = (w + l)0, R = 



n + 1 n -\- \ r"~* 



8. Rayon de courbure de la podaire d'une courbe donn6e. 

R. Soient, pour la courbe donnee, r le rayon vecteur, Tangle 
polaire, a Tinclinaison de la normale, s Tarc, R le rayon de courbure. 
Affectons de Tindice 1 les qunntites analogues pour la podaire. On 
trouve d'abord 

acj = 2a — Ö, dsi = rdoL, 
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II vient alors facilement 
1 doL, 2 



^=,^_R^ rfe 

Ri"~</Äi~r rdfi r r ds 



2 Rr^ 



0. Kaj'on de courbure de la developpee d'une eourbe donnee. 
R. Conservoiis les notations habituelles pour la eourbe donnee et soit 
R] le rajon de courbure de la developpee. On a 



R. 



d^ dR _ dl 



= q^=R 



d^ df *' ds 
Prenant x comme variable ind^pendante, il vieut donc 



R 



1 



d+y") :y" 



=3y- 



(l+y").y 



'«\ it'f* 



r"8 
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GHAPITRE VIII 

Formules fondamentales de la th^orie des surfaces 

et des courbes gauches. 



§ 1 . Tangente & une oourbe. Longueur d^un arc. 
Plan tangent ä. une surface. 

261. Bepresentation analytique d*nne surfaoe. — On peut d'abord 
consid^rer une surface comme le lieu des points du plan dont las 
coordonnäes cart^siennes x^yetz sont li^es par une äquation 

(1) F (X, y, z) - 0. 

Nous appellerons point ordinaire de la surface, tout point oii la 
fonction F est continue ainsi que ses dörivöes partielles de tous les 
ordresel oü Tuneau moins des trois dörivöes partielles Fi, Fy ou F^ est 
differente de zöro. Les aulres points sont des points singuHers. 

Dans le voisinage d'un point ordinaire oü F^ n'est pas nul, Tdquation 
(1) d^finit une fonction implicite z des deux variables inddpendantes x 
et y (n<> 143) (^) et, par consöquent, eile peut se ramener, au moins 
implicilement, ä la forme 

(2) « = A^, yh 

la fonction /'ayant des derivöes partielles flnies et determinees, qui se 
caiculent au moyen des rögles de dörivation des fonctions implicites. 

Si Y's s'annulait en un point ordinaire, une des deux autres deri- 
vees Fi ou F^ ne serait pas nulle et la resolution de l'^uation (1) 
pourrait se faire par rapport ä a: ou par rapport ä y. 

On raisonne souvent sur T^quation de la surface mise sous la 
forme (8), mais les formules s'ötendent aux öquations de la forme (1) 
en vertu des rfegles de dörivalion des fonctions implicites. II (aut 
seulement considerer les points ordinaires de la surface. 

On peut aussi deflnir une surface au moyen d'une reprisentatian 
paramärique. On exprime alors les coordonnöes x^ y, % de ses poinls 

(*) On peut fairo, k propos de ce Ihöoröme, une remarque analogue k ceUe 
de la page 226. 
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en fonction de deux paramötres indäpendants u et v. La surface est 
alors repr^sent^e au moyen de trois äquations : 

(3) x = /l(tt,t;), y^fiiu.v), z^fs(u,v). 

Quand nous emploierons cette repräsentation, nous supposerons 
les trois fonctions /'continues ainsique leurs däriväes, sauf pourcer- 
tains syst6ines exceptionnels de valeurs de u,v. 

Nous appellerons poinls ordinaires de la surface ceux oü ces trois 
fonctions sont continues ainsi que leurs döriv^es etoü, de plus, Tun 
au moins des trois d^terminants : 






du dv 

est difförent de z^ro, 

Dans le voisinage d'un point ordinaire ainsi d^fini, on peut encore 
considärer une des trois coordonnöes x, y, z comme fonction des deux 
autres. En eifet, si le premicr de ces döternnnants est diffi^renl de 
zöro, on peut deroontrer (n® 144) que les deux premiöres äquations (3) 
däiinissent u et i; en fonction de x, y et, en portant ces valeurs dans la 
troisiime öquation, on obtiendra z en fonction de x et y, c'est-ä-dire 
que röquation de la surface pourra se mettre sous la forme (2). 

Donc, dans les dämonstrations, on pourra supposer ä son gv6 que 
la surface soit d^finie par une öquation de la forme (2) ou par un 
Systeme de la forme (3). Les dämonstralions seront g^n^rales ä condi- 
tion de se borner aux points ordinaires de la surface. 

262. Sepresentation analytiqne d'nne oourbe de l'espace. — En pre- 
mier lieu, on peut d^finir une courbe de l'espace comme l'intersection 
de deux surfaces diffi^rentes, ou comme le Heu des points dont les 
coordonn^es vörifient deux äquations : 

(4) F,(ir,y,2)=-0, F,(a;, y, 2) = 0. 

Les poinU ordinaires de la courbe sont ceux ob les deux fonctions 
Fj et Fg sont continues ainsi que leurs deriv^es partielles et oü Fun 
au moins des trois determinants : 
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<?F, 
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Supposons que le premier de ces deterrainanls ne soll pas nul en un 
point. On peut demonirer (n« 144) que Ips ^quations (4) döfinissent 
deux fonctions implicites y ei z Ae x e\ quo, par consöquent, elles 
peuvent, au moins implicitement, se ramener ä la forme 

i6) ^ y = (f(x), z = ^ix), 

ces deux fonctions ayant des d(^rivöes linies et d<5terminees, qui se 
caiculent par les rfegles de derivalion des fonctions.iuiplicites. 

Les resultats que nous etablirons en raisonnant sur les equalions de 
la forme (5) pourronl donc s'etendre aux äquations de la forme (4) ä 
condition de se limiter aux points ordinaires de la courbe. 

On peut, en second lieu, considörer une courbe comme le Heu des 
posilions successives d'un point mobile, ce qui conduit ä exprimer 
X, y, z en fonction d*une variable ind^pendante t. On obtient ainsi uiie 
repr^sentaiton paramärique de la courbe au moyen de trois e^quations : 

On appelle alors points ordinaires de la courbe, ceux oü les trois 
fonctions <f sont continues ainsi que toutes leurs döriv^es et oü l'une 
au moins des trois dörivees premiferes cpi, <fo ou ©3 est difförenle de 
zero. 

Dans le voisinage d'un point ordinaire, le syslfeme (6) peut aussi se 
transformerdans unsyslöme analogue ä (5). En effet, si ^[(t) n'est 
pas nul, la premifere öquation (6) definit / en fonction de x (n<» 142), 
et en porlant celte valeur dansles deux öquations suivantes, on obtient 
t/ et s en fonction de x. 

Donc, dans les demonslrations, on pourra choisir le mode de repre- 
sanlalion que Ton voudra. Les conclusions seront gent5rales ä con- 
dition de se borner aux points ordinaires de la courbe. 

f/cst le mode de representation parametrique qui est le plus em- 
ployö, parce qu'il a Tavanlage de rendrelesformules plus symätriques. 
Les formules ainsi elablies renferment comme cas particulier Celles 
relatives au premier mode de reprösenlation, car les equalions (6) 
se r^duisenl ä la forme (5) en posant t = x. 

Lorsque lous les points d'une courbe sont dans un meme plan, la 
courbe esi plane, eile est gauche dans le cas contraire. 

263. Tangente et plan normal a une courbe. — Supposons que la 
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courbe, rapporlee ä des axes rectangulaires ou obliques, alt pour re- 
pr^sentation param^trique 

(7) ^ = 'fx(th y = f2(t), :5 = ?3(0- 

La tangente en un point M de coordoniK^es x^ y, z est la limite d'une 
s^cante passant par ce point et par un aulre point M' qui se rapproche 
indötiniment du premier. Soient Af raccroissement qu*il faut donner 
au parametre pour passer de M ä M', Ax, Ä.«/, A2 les accroissements 
correspondants des coordonnees.' Les equalions de la säcante MM' 
peuvent s'öcrire (S, tj, ^ designant les coordonnäes courantes) 

fgv l — x^Tj — y^^ — z 

^ ' ^x Aj/ A2 

Divisons les d^nominateurs par Af et faisons tendre ät vers 0. Les 
quotients Ix : A/, Ai/ : A^ A:5 : Af tendent vers lesderiv(5es x\y\z\ 
supposäes existanles, de x, y, z par rapport ä t. On trouve ainsi les 
öquations de la tangente au point M, savoir 

^^^ x' ~" 2/' 'z' 

Ces öquations supposent tontefois que x\ y\ s' ne s*annulent pas 
simultanäment au point M et c'est ce qui a lieu en tout point ordinaire 
de la courbe. 

Muitiplions par dl les trois d^nominateurs des ^quations (9) ; les 
equations de la tangente prendront la forme suivante : 

(10) ^-^^^.::iyJ^-.\ 

^ ' dx dy dz 

Ces Equations ont Tavantage d'etre indöpendantes du mode de 
repr^sentation adopt^ pour la courbe. 

Le plan normal en un point d'une courbe est le plan inenö par ce 
point perpendiculairement ä ia tangente. Nous supposerons les axes 
rectangulaires. L'equalion du plan normal se deduit immediatement 
des (iquations (9). Les coefficients de direction de la tangente sont les 
coeflBcients de Täquation du plan normal ; cette öquation sera donc 

(11) (l-x) x^ -\- i-n-y) y' + (^-z) z' = 0. 

Si Ton multiplie celte equation par dt, eile prend la forme 

( 12) (5 -x)dx + {r^-y)dy + {^'- z) dz = 0. 

264. DeÜDitioii de la longuenr d'nn arc de courbe. Differentielle de 
rare. — La longueur d'un arc de courbe AB se däfinitcomme dans le 
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cas des courbes planes (n® 244). C'est la limite, quand eile existe, du 
p^rimfetre d*un polygone inscrit lorsque le nombre des cötes augmente 
indäfiniment et que chacun des cötös tend vers zero. Nous allons dä- 
montrer Texistence de cette limlte, en supposant que tous les points 
de rare AB soienf des points ordinaires. Nous pouvons donc admettre 
que les öquations de la courbc soient de la forme 

y = <f{xl % = ^\x), 

les deux fonctions ^ et 4^ ayant des däriväes finies et däterminöes. Les 
axes seront supposäs rectangulaires. 

Soient x =^ a^\,x==h les abscisses des extremitös de Tarc AB 
(a<fr). Marquons sur cet arc n + 1 points (y compris les extr^mitös). 
Soient Xy^, Xs,... Xn^i les abscisses de ces points numärotäes par ordre 
de grandeur, de sorte que x^ = a et Xn-n ^ ^ seront Celles des extr^- 
mitäs. Dösignons par y< et Zi les valeurs de y et de 2 pour x = xu In- 
scrivons dans Tarc AB un polygone ayant ces (n + 1) points pour 
sommets. Le cöt^ Ci qui Joint les points d'abscisses Xt et xt^i a pour 
longueur 

Mais on a, par la formule des accroissements finis, X/ et i< ätant 
compris entre xt et xt^i , 

t//+i —yi = (Xi+i — Xi) ^'(Xj), Zi^i —Zi^ {XiJ^i — Xi) ^' (5<). 

D^signons par Mi et mt les limites supörieure et inferieure de la 
fonclion y'(a;)* dans Tintervalle (xt, xt^i) et par 6 une quantitö de va- 
leur absolue moindre que 1 ; on a ^videmment 

Donc, en posant, en abrdgä, 

Oi = (Xi+i — Xi), 

on peut mettre ct sous la forme 

Ci = 8, V* + ?' ili)^ + ^' (5<)* + 8 (M< - mt). 
Si Ton remarque que la racine carr^e d'une quantitd supörieure ä 
Tunitä varie moins rapidement que cette quantitö (^), on en conclut 
qu'on peut poser 

Ci = S, \/iTVWT¥W' 
avec une erreur moindre en valeur absolue que (M< — m^) 8«. 

(^) En efftit, si a est > 1^ on a, quel que soit tc, 
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Soit donc P le p^rim^tre du polygone inscrit ; on aura 



avec une erreur moindre que E(M< — m<)8/. 

Faisons tendre tous les cöt^s du polygone, et par suite, tous les 8^ 
vers z6vo ; on aura, ä la limite, par däßnition de TinC^rale (jV* 206), 

lim P = r dx\/i +f'{x)^ + ^'(x)*, 

sans aucune erreur, car, comme la fonction continue f '(^)* ^sl intö- 
grable, les deux sommes JM^ et I,mSi tendent vers la mörne limile 
et S(Mf — m<)8i tend vers zöro. 

L'arc variable AM compris entre un point fixe A d'abscisse a et un 
point variable M d*abscisse x est une fonction s de x, Gette fonction 
est continue et admet une döriv^e. On a, en effet, 

(18) 8 = rdx\/i+<f'(x)* + ^'(x)\ 

Ja 

(14) ^- Vi + <f\xY + nx)^ 

La diffirentielle de Varc sera donc reprdsentäe par la formule 



(16) ds = dx\\^<f\xY-^t^\xf=dx\j\-^(^^\[^^ 

Dans les calculs pr^cädents, tous les radicaux ont etö pris positive- 
ment, ce qui revient ä considörer Tarc s comme croissant dans le meme 
sehs que x. Dans Thypothöse inverse, tous les radicaux devraient Stre 
I pris nögativement. Nous ferons (sauf indication contraire) la premi^re 

hypothise, chaque fois que x sera pris comme variable indäpendante« 

265. Theoreme. — Le rapport d'un arc infiniment petit ä la corde 
qui le sous'tend a pour limite runiU. 

En effet, soient Ls ia longueur de Tarc, A:r, Aj/ et A;s les diffi^rences 

des coordonnäes des extremitäs. La corde correspondante c a pour 

mesure VAa;« + Aj/« + Aä*. Lorsque ces quanlit^s tendent vers zero, 

on a 

A5 ds 

,. A« ,. Äi ~dx . 

hm — =lim — , ^.r ^- -- =«= — , ^^^ - -TT = 1, 

i 



\/'+(iT+(sJ \/'^m^(£! 
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en vertu de la formule (15). Le signe du radical ne donne pas Heu ä 
discussion, car il ne s'agit dans le theorfeme que de longueurs abso- 
lues. 

266. Darivee et .differentielle d*un arc de oourbe dans le cas d'nne 
representation parametrique. — La formule (15) pcnt se mettre sous la 
forme 

(16) rf« = ± SJdx'' + dy2 _^_ fij^i . 

Cette formule ne contient plus que les difTerentielles des coor- 
donn^es et eile ne dopend plus en rien du mode de reprösentation 
choisi pour la courbe. Elle est donc g^närale et eile s'applique au cas 
d'une repr(äsenlation parametrique. Les coordonnöes x, y, % sont 
alors des fonctions de i ayant pour därivees x\ y\ z\ Remplacons 
dx^ dyy dz par x^dt, y'dt, z'dt, La formule (16) deviendra 

(17) ds -- ± dt Vx'« + y'2 + z'« 
et la dörivie «' de s par rapport ä t sera 

(18) «' = db V«'* + y" + 2'*. 

Le signe ä donner aux radicaux dopend du sens dans lequel on 
compte l'arc. Sauf indicatiou contraire, nous leur donnerons le 
signe +, ce qui revient ä compter Tarc dans le sens oü t varie en 
croissant. 

267. Cofliniu directeon de la tangente a nne courbe. '— Nous dösi- 
gnerons par a, ß, y les cosinus des angles que fait la tangente avec 
les axes coordonnöes. On leur donne le nom de cosinus directeurs de 
cette droite. Pour les döflnir sans ambiguitö, nous consid^rerons la 
tangente menöe au point M (x, y, z) dans le sens des arcs croissants. 
Les cosinus directeurs de la droite MM' qui Joint le point M au point 
M' de coordonnäes (x + Ax, y + ^y, z + A«) sont, c dösignant la 
longueur absolue de la droite MM', 

Ax At/ A2 

— , -— , — • 

c c c 

Soit A^ Tarc MM' ; A^ sera positif si MM' est mene dans le sens des 
arcs croissants. Or les expressions pröcödentes peuvent s'^crire 

Ax As äy A5 As As 
As c ' As c ' As c 

Supposons que M' tende vers M ; As et c ätant positifs, As : c aura 
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pour limiie + 1 (n*^ 265). Lcs cosiniis directeurs de la direction MM' 
deviennent, ä la limite, 

/ift\ „_^_^' ^^^y^y' v-^^-^' 

Tels sonl en grandcur o! en signe les cosinus directeurs de la 
tangente nien^e dans le sens des arcs croissants. 
Ell remplacanl «' par sa valeur (18) ces formules peuvent s'^crire 

Si le radical est pris positivement, seit croissent dans le mSme sens 
et la tangente est menäe dans le sens oü t varie en croissant. 

Re^narque. — Les formules pröe^dentes prouvent que toute courbe 
dont les tangenles sont paralleles ä une directio7i fixe^ se riduit ä une 
droite. En eflet, soient a, b, c les coeificients de la direction fixe. On 
aura 

a b c 

Donc X : a, y : b ei z : c ayant mftme derivee, ne diffferentque par 
des constantes et Ton a 

a c ' b c 
Ce sont les öquations d'une droite. 

268« Plan tangent a une fnrfaoe. ^- Le lieu giomiirique des tari" 
gentes menies par un poinl ordinaire d'une surface ä toutes les courbes 
tracies sur la surface et passant par ce point, est un plan auquel on 
donne le nom de plan tangent ä la surface. 

Supposons que la surface ait pour equation en coordonnöes rectan- 
gulaires ou obliques 

(21) F(a:,j/,2) = 0. 

Dans le voisinage d'un point ordinaire, une des trois dörivöes par- 
tielles de F est difförente de zöro et Ton peut supposer que ce soit F^. 
Alors r^quation de la surface pourra etre r^solue par rapport ä 2 et 
ramenäe a la forme 

(22) z-=f{x,y), 

la fonction /'ayant des därivöes partielles d^termindes que nous dösi- 
gnerons en abrögö par p ei par q, de Sorte que Ton aura 

^ df Fi ^ df f; 



dx F;' ^ dy F 
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Toute courbe tracöe sur la surrace se projettera sur le plan xy 
suivant une certaine courbe plane. Considärons une reprösentation 
param^trique de cette courbe plane 

(23) X = (p (0, y^^ {t). 

L'ensemble des öquations (22) et (23) fournit une repräsentation 
param^trique correspondante de la courbe tracöe sur la surface, car, 
en remplacaut x eiy par ^ (t) et ^ (t), I'äquation (22) donne aussi z en 
fonction de /. 

Les ^quations de la tangente au point M {x, y, z) de cette courbe 
seront (n«» 263) 

(24) ^-^^1^=.^^. 
\ / x^ y V 

Mais, en d^rivant totalement l'^quation (22) par rapport ä f, on a 

z^ ^ px' + 3^'- 
En öliminant x\ y\ z^ entre cette äquation et les pröcödentes, on 
trouve la relation 

(26) ^-z^p[l-x) + q{t^-y\ 

qui est v^rißöe par les coordonn^es i, tj, 2^ d'une tangente quelconque 
passant par M. Cette ^quation ötant du premier degr^ est celle d'un 
plan. Ce plan est le plan tangent ä la surface au point M. 

L'^quation (26) est surtout usit^e quand T^quation de la surface est 
donnöe sous la forme (22). Si Tequation de la surface est de la forme 
(21), on substitue les valeurs 

P = -Fr' « = -/' 

X Z 

dans röquation (26), qui devient 

(26) (£_^)F;4-(Ti^y)F; + (C-2)F; = 0. 

Donc l'Squaüon du plan tangent s'obtient en diffirentiant totalement 
Piqiuition de la surface et en rempla^nt dx, dy et dz par l — x, t^ — y 
et^ — z, 

Gonsidärons maintenant le cas oü la surface est döflnie par une 
reprisentation paramitrupie 

(27) x=A(u,t;), j/=/i(u,t;), z=^f^{u,v). 

II suffit de considörer u et v comme fonctions d'un paramitre 
unique t pour que les equations pröcödentes soient Celles d'une 
courbe tracöe sur la surface. Les Equations de la tangente ä cette 
c ourbe au point M seront 
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^—x ri'-y J^ — z 

x' ~" y' "" 2' ' 

Mais )es coefficients de directions x\ j/' et z' ont maintenant pour 
expressions : 

du dv 
^ du^^dv^' 

^ du^^dv^' 

ils sont donc lies par une relation gänörale, qui räsulte de rälimina- 
tion de u' et de v' entre les trois öquations präc^dentes, savoir 



X' 



du 


dv 


dU 


dh 


du 


dv 


du 


df, 
dv 



= 0. 



z' 



L*äimination de x\ y\ z^ entre les äquations de la tangente et cette 
relation fournit une äquation v^riflee par les coordonn^es d'une 
tangente quelconque passant par M. C'est Töquation du plan tangent. 
Pour Toblenir, il suffit de remplacer x\ y\ z\^^t \ — x r\ — y et 
^ — z dans ia relation pr^cödente. Nous l'äcrirons sous la forme 

l — x t\ — y X, — z 

Xu y u 



(28) 



Z u 



X^v 



Z\ 



= 0. 



D'ailleurs, en un point ordinaire, cette äquation ne peut pas se 
r^duire ä une identite, car Tun au moins des trois mineurs relatifs ä 
5 — a;, Yi — yetij — 2 n*est pas nul. 



269. Hormale a une snrfaoe (azes rectangulaires) . — - La normale 
en un point M {x, y, z) d'une surface est la perpendiculaire ölevöe au 
plan tangent en ce point. Les öquations de la normale se döduisent im- 
m^diatement de celle de ceplan.Eneffet, lesaxes ätant rectangulaires, 
les coefficients de direction de la normale sont les coefficients de 
Teqüation du plan tangent. La normale sera reprösent^e par Tun des 
trois syst^mes d'öquations, correspondant respectivement ä (26), (26) 
et (28) : 
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p ' n ' — i ■ 

(29) < -fr- kT- = — i7i— 






Les Cosinus directeurs X, Y, Z de la normale se d^duisent de ces 
formules, car ils sont proportionnels aux denominateurs qni figurent 
dans chacun des Irois systfemes d'equalions. Ils se dötennineront 
donc par Tun des trois systfemes correspondanis : 

f x_Y__z_; _^ 1 . 

f X Y Z 

\ 2/L<-^uJ/r' -;,<~<^4' <yv-y>v 

Le double signe qui figure dans ces dquations correspond aux 
deux sens difförents dans lesquels on peut mener la normale ä la 
surface. 

§ 2. Plan osculateur. 
Courbure et torsion des courbes g^'UChes. 

270. Bepresentation de la conrbe. — Dans tout le paragraphe 
actuel, nous consid^rerons la repräsentation paramdtrique suivante 
d*une courbe gauche : 

et nous supposerons les axes coordonnäs rectangulaires. 

Plusieurs des formules que nous ^tablirons se simplifient quand on 
prend s comme variable ind^pendante. Pour öviter toute confusion 
dans les formules, nous numeroterons en chiffres romains Celles qui 
se rapportent ä cette hypolhfese speciale. 

271. Plan oscalateiir. — Le plan osculateur en un point M (tum 
courbe gauclie est la limite (Tun plan passant par le pcint M et detix 
autres points W et W de la courbe qui se rapprochent indäßniment 
du premier, 

L'äquation d'un plan quelconque est de la forme 

(2) A5 + Bri + Ci; + P =^ 0. 
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Posons, A, B, G et P designant des constantes et x, y, z- les fonc- 
tions (\)de t äcrites ci-dessus, 

(8) F (t) = \x + By + Cz + P. 

Soient f, ti et t^ les valeurs du paramelre qui correspondent aux 
Irois poinls M, M' et M" ; les öquations qui expriment que le plan (2) 
passe par ces trois points sont : 

F (i) ^0, F (/,) = 0, F (/,) --= 0. 

Mais alors, en vertu du tlieoröme de Rolle, F' a une racine t com- 
prise entrc / et f, et une autre racine t' comprise entre t^ et fg. Pour 
la meme raison, F" a une racine t, comprise entre t et t'. On a donc 
les trois öquations : 

F(0=0, F'(t) = 0, F"(t,)=0. 

Faisons tendre M' et M" vers M. c'est-ä-dire ^ et t^ vers f ; t et t^ 
tendent aussi vers t et, ä la limite, les trois äquations pröc^dentes 
deviennent : 

(4^ ) F (0 - 0, F' (t) = 0, F'' (t) = 0. 

Ce sont les trois ^quations qui dt^terminent les coefficients de 
rdqualion du plan osculateur. En les developpant, il vient : 

/' Ax + By-\-Cz + P=-0, 

(4») Ax' + Bj/' + C5' = 0, 

( A^" + B«/" + Cs" = 0. 

Soustrayant de (2) la premiöre des öquations (4), on raet Tequa- 
tion du plan osculateur sous la forme tr^s usitee 

(6) k(^-x) + B(T,--y) + G(i;-z)=0. 

En dliminant A, B et C entre cette equation et les deux derniferes 
^quations (4), on met l'equation du plan osculateur sous forme de 
ddterminant 



(6) 



l—x r^ — y ? — 2 
X" //" ^." 



= 0. 



Les coellicients A. ß, C ne sont d^termines qu'a un facteur pres 
par les ^quations pröcödentes. Mais nous conviendrons de dösigner 
par A, B et C les coefficients qui figurent da^is l'equation (6), de sorte 
que nous poserons 

(7) A = j/'5"— ^y, B = ;5V'— xV, C = xy-j/V. 

Les equalions (5) et (6) ne represenlent le plan osculateur que si 
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l'une au moins des quantites A, B et C est difförente de z^ro. Si ces 
Irois quantites s'annulaient simultanäment en un point, les deax 
äquations se räduiraient ä des identit^s et röquation du plan oscula- 
teur devrait dtre modifide. Nous laisserons de cötä ces points excep- 
tionnels pour le moment. 

Remarque I. — II est impossible que les trois quantitös A, B, C 
s*annulent ä la fois tout le long d'une courbe. Eo effet, od aurait 
tout le long de cette courbe 

^" t/" 2" 

'¥^Y^'z^ ^" DLogx' = DLogy' = DLog2'. 

Donc Logo;', Logt/', Log 2' ayant meme d^riv^e ne difföreraient 
quo par des constantes et les quantites x\ y\ 2' seraient dans un 
rapport constant. On pourrait donc poser 

x' y* _ z^ 
a '^ b '~ c ' 

La direction de la tangente ätant constante, la courbe se röduirait 
ä une droite (n<» 267). 

Remarque IL — Considdrons maintenant A, B et C comme des 
fonctions de t döfinies par les ^quatioos (7) et differentions totalement 
la seconde des öquations (4^) en tenant compte de la troisi^me. 
II vient 

(8) AV + B'j/' + C'5' = 0. 

De cette dernifere dquation et de la seconde öquation (4^), on tire 
les relations 

(9) ^'^ ^ 2^' _ ^' . 



BC— CB' CA'— AC AB'— BA' 
qui nous serviront tout a l'heure. 

272. Theoreme. — Le plan mene par la tangente au point M 
parallilement ä la tangente au point infiniment voisin M' a pour limite 
le plan osculateur. 

Soit (S) r^quation de ce plan. La condition de passer par M donne 
F (f) = ; la condition d*6tre parallele ä la tangente au point M 
dont les cosinus directeurs sont proportionnels ä x\ y\ z' donne 
Ax' + Bj/' + C2' - ou F' (0 = 0; de mßme, la condition d'ötre 
parallfelc ä la tangente au point M' donne F' {t^) = 0. Mais alors, en 
vertu du thöorfeme de Rolle, F" a une racine t coraprise entre t et (,. 
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Les coefficients du plan considörö värifient donc les trois äquations 

F (0 = 0, F (0 = 0, F" (t) = 0. 

Quand M' tend vers M, t^ tend vers t et t ägalement. Donc les 
coefficients du plan limite vörifient les trois öquations : 

F (0 = 0, F (t) = 0, F" (0 - 0. 

Ce sont les mömes que pour le plan osculateur. 

273. Thaorane. — La droite, intersection du plan osculateur en M 
avw le plan osculateur en un point infiniment voirin M' a pour limite 
la tangente en M. 

Considärons x, y, z et A, B, C comme les fonctions de t döfinies 
par les äquations (1) et (7) et posons, l, t^, ^ d^signant des variables 
indäpendantes de ^ 

^(t) = k (i-x) + B {Ti-y)+ C (^-z). 

Les äquations des plans osculateurs aux points M et M' qui corres- 
pondent aux valeurs / et ti du paramfetre pourront s'öcrire 

4> (t) = 0, <^ (t,) = 0. 

Les coordonn^es 5, ^. C de l'intersection de ces deux plans 
värifient ces deux äquations ä la fois ; mais alors, en vertu du tliöo- 
rfeme de Rolle, elles vdrifient aussi ^' (t) = 0, t ötant corapris entre 
t et ti. Quand M' tend vers M, /j et t tendent vers t. Donc les 
coordonnöes 5, tj, ^ de l'intersection limite virifient les deux öqua- 
tions 4> (f) = et <^'{0 = 0. En remplacant ^ et ^' par leurs dövelop- 
pements, et en observant que Ax' + By' + Cz* = 0, il vient 

A(5-x) + B(7i-y) + C(t;-;5)'0, 
A'(5-^) + B'(7|~y) + C'(2:-;5) = 0. 



d'oü Ton tire 



l^x _ 71 — y _ K — z 



BC — B'C CA' — CA AB' — A'B 
et, ä cause) de (9), 

x' " y' z' 

Les coordonnöes 5, ^, ^ de la droile d'intersection limite vörifient 
donc les äquations de la tangente au point M. Ainsi cette droite se 
confond avec la tangente. 

274. Cerole oflcnlateur. — Le cercle osculateur en un point M d'une 
courbe gauche est la limite d'un cercle passant par ce point et par deux 
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autres points M' et M" de la courbe qui se rapprochent ind^finimetit du 
premitr. 

Soient a^i, j/i, «i les coordonnöes du centre et R le rayon du cercle 
passant par les trois points M, M' et M". Soient (, ti t^ les valeurs du 
paramfetre correspondant a ces Irois points. Considörons x, y, z comme 
fonctions de t et posons 

m - (X - x,Y + (y - y,Y f [z - z,Y - R^ 

Les quantit<is i\, j/j, z^ et R vörifieront les trols equations : 

F(f) = 0, F(fi) ^= 0, Y(t,) = 0, 

qui expriment que le cenlre (Xi, «/,, z^) est ä la distance R des trois 
points M, M' et M". On en conclut, comme dans le cas d'une courbe 
plane (n» 252), que les eldments x^^ yi, z^ et R du cercle osculateur 
vörifient les trois equations : 

¥(t) = 0, F'(/) = 0, F"(0 = 0. 

D*autre part, le cercle osculateur ätant dans le plan osculateur, qui 
est la limife du plan MM'M", les coordonnöes du centre vörißent 
röquation (6) de ce plan. On a donc 

(It)) k(x - X,) + B{y - y,) + G(z -- z,) =^ 0. 

Ajoulons ä celle-ci les öquations F'(f) = et F"(0, qui developpöes 
deviennent 

ril\ ( ^'(^ ^x,) + y'(y — //i) + ä' {z — Zi) = 0, 

^ ' y'(x-^x,)+y'^{y^y,) + z'\z-z,)=-ix'^+y'^+z^^). 

Nous formerons un systfeme de trois Equations, r^soluble par rap- 
port ä (x — Xy), (y — y^) et (z — z^) et d'oü Ton tire, en observant que 
le döterminant du Systeme est .M + 8^+0% 

/iQ\ ^1^^' ^ Vi—y ^ ^i — g ^x'^ + y'^ + z'^ 
^ ' Bz^ — C;v' Cx' — kz^ A;v' — hx' ' A2 + B"+ C* ' 

Ces equations döterminent les coordonn^es x^, y, et ^i du centre 
du cercle osculateur. 

Le rayon R se determine ensuite au moyen de Tequation F(f^ =0, 
qui donne 

R-^ = (x^x.Y -f- {ll-y^f + (^— ^i)*. 
Remplagons dans le second membre les parenlhöses par leurs va- 
leurs tiröcs du systfeme pröcödenl, et ayons ägard ä Tidenlit^ 

(B:5' — Ci/T -t- (Ca"' — A^')2 -f- (Ay' — hxj = 
(A^ + B'^ + (?) (o;"- + y'' -1- z'-') — ikx' + B«/' H- C;^')^ ; 
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il viendra, puisque ce dernier carre est nul (4^), 



p. __ {x'^ + y'^ + z^r 
A« + B« + C* ' 



d'oü 

(13) R = 



ä" 



Va^ + b* + c« ■ 

On cherche pour R une valeur positive, de Sorte qu'on donnera ä ce 
dernier radical le signe de s\ 

Remarque. — Le centre du cercle osculateur se trouve, comme on 
l'a vu plus haut, dans le plan osculateur. II se trouve aussi dans le 
plan normal. En eiiet, la premiöre des ^quations (11), F'(/) = 0, cx- 
prime que les coordonnäes^i, j/i» ^i värifient T^quation du plan nor- 
mal. 

275. Simplification des formulM qnand s est pris oomme variable 
independaate. — On trouve des rösultats particuliferement simples 
quand on choisit l'arc s comme variable indäpendante. On a, dans ce 
cas, «' = 1 c'est-ä-dire que 

(I) jr'2 + y'^ + «''-= 1. 

Gonsid^rons le systfeme formö de l'äquation däriv^e de la pröc^dente 
et de la dernifere äquation (4), savoir 

On voit que x", j^" et ;5" vöriflent les deux mfimes ^quations 
linöaires et homogfenes que [x — x^], (y — yi) et U — aO, savoir 
r^quation (10) et la premifere des ^quations (11). Donc on a 

Xi—x y^—y %x — z 



(III) 



x" t/" 2" 



Par les propri^täs des rapports ägaux, ces fractions sont encore 
ögales aux deux suivantes : 

. (x,--xy + (y, -^y)' + (z,'^zr' 

^''' x''(x,^xf-\-y^'(y,^y)+z'\z,-z) 

_ (iCi-'X)x''+ly,''y)y'^ + {z,^z)z'' 

qui se röduisent simplement ä 

R* 1 

18 
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car la seconde äquation (11) devient maintenant 

X" {X, - X) + y" (y, -y) + z" (%,^z) = i, 

En definitive, il vient donc 

^ ^ :r" ""■ y" ~ ä" ~" a;"2 + 1/"* + 2"* 

Teiles sont les äquations trös simples qui d^terminent x^^y^, Zi et 
R quand 5 est pris comme variable ind^pendante. 

276. Conrbnre. Bayon de oourbure. — La courbure se döfinit dans 
les courbes gauches comme dans les courbes planes. Considärons 
sur la courbe deux points M et M' et menons les tangentes MT et 
M'T' en ces deux points dans le sens des arcs croissants. L'angle de 
ces deux tangentes est la courbure de Carc MM', le rapport de cet 
angle a la longueur de Tarc est sa courbure moyenne, enfin la limite 
de la courbure moyenne quand le point M' se rapproche ind^finiment 
du point M, s'appelle la courbure de la courbe au point M. 

Le rayon de courbure au point M est le rayon d'un cercle ayant 
mÄme courbure que la courbe en ce point. Le rayon de courbure R 
est donc ägal ä Tinverse de la courbure. 

Pour däterminer ce rayon, d^signons par oc, ß, y les cosinus direc- 
teurs de la langente MT au point M(x, y, z), par a + Aa, ß + Aß, 
y + Ay ceux de la tangente M'T' au point M', par <p Tangle des deux 
tangentes MT et M'T' ; on aura 

COS<p = a(a + Aa) + ß(ß+Aß)-f yiy+^T)- 

Mais, en ajoutant membre ä membre les deux relations 

a^ + ß^ + y* = 1, (a + Aa)2 + (ß + Aß)* + (y + Ay)« = 1, 

qui ont lieu respectivement entre les cosinus directeurs d'une droite 
relativement ä trois axes rectangulaires, il vient 

2[a(a + Aa) + ß(ß + Aß) + y(y+Ay)] = 2-(Aa« + Aß- + Ay«.) 

Le Premier membre est 2 cos y, il vient donc 

Aa-^ + Aß' + ^t = 2 (1— cosy) - f^ sin ly 

Remarquons que le rapport de 2sin ^ ä (p a pour limite Tunitä 

quand <f tend vers zäro. Donc on peut, sans en changer la limite, substi- 
tuer ces deux quantitäs l'une ä l'autre dans un rapport d*infiniment 
pelits. Soit As la longueur de Tarc infinimenl petit MM' ; la courbure 
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au point N est ^le ä la limite de ^ : A«. Comme la courbure est 
aussi 6gaAe ä 1 : R, il vient 

Ri=KÄh'""l-srr^"" Ä? — -' 

Od a doQC, en däfinilive, 

nA\ 1 da - + dß^ + dy^ t!^ + ß^^ + j^ 

Le raj^on de courbure est igal au rayan du cercle oscuhteur. En efTet, 
si Ton prend s comme variable ind^pendante» a, ß et y se r^duisent ä 
x\ y' et »' (n* 267), donc a', ß' et y' ä x'\ j/" et 2", enfin s' = 1 ; il 
vient donc 

(VII) ^==.x^^2+y'^2 + z'\ 

C'est pr^is^ment la valeur (VI) du rayon du cercle osculateur 
trouv^e au n^ pröcÄlent. 

On consid^re R comme essentiellement positif, son expression en 
fonction des d^rivöes des coordonn^es quelle que soit la variable 
ind^pendante, sera donc (13) 

(18)' R=-^_-^.^_=^_, 

Va' + b^ + c/ 

oü le radical re^oit le signe de 8\ 

Le cercle osculateur, ayant pour rayon le rayon de courbure, re^oit, 
ä cause de cela, le nom de cercle de courbure et son centre celui de 
centre de courbure. 

Remarque. — La formule (14) prouve qu'mte ligne dont la courbure 
est constamment nulle se rMuit ä une droite (^). En effet, on a alors 
a'* + ß'2 + y'2 == 0. Chacun des carr^s, ötant r^el, doit 6tre nul 
säparäment. Donc a. ß et y sont constants et la ligne est droite 
(no 267). 

277. Position du rayon de oourbnre. Kormale principale. — On con- 
sidöre g^n^ralement le rayon de courbure comme d^terminä de Situa- 
tion et de direction dans Fespace. C'est la droite menäe du point H au 

(0 Toute la thöorie exposöe ici conceine les courbes reelles. Le thöoröme 
nc s'appliquc pas aux courbes imaginaircs. Gelte Observation s'ötend d'ailleurs 
ä plusieurs des thöorömcs 6nonc^s plus loin ou proposes comme exercices. 
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centre de courbure correspondant, dont les coordonnäes x^, y^ et %i 
ont 6\6 dätermin^es präcädemment (n^ 275). La droite dirig^e suivant 
le rayon de courbure est normale ä la courbe et situöe dans le plan 
osculateur (n^* 274). On lui donne le nom de normale principale. Les 
Cosinus directeurs X, (x et v de la normale principale se d^duisent sans 
ambiguitä de signe des äquations (12) en y faisant les substitutions : 
X'i — a: = RX, j/i — y==R|jL, Z'i — 5 = Rv. 

On arrive ä un r^sultat plus simple quand on prend s comme 
variable ind^pendante. On peiit alors faire les substitutions pr^cö- 
dentes dans les öquations (VI) et il vient 

II est facile de döduire de ce cas particulier des äquations g^ne- 
rales. On a, en eifet, dans ce cas particulier, 

^*^' ^ ^ dsK.dsJ'^ ds' y -w -- " dy 

Les equations (VIII) peuvent donc s'äcrire 

et, comme celles-ci ne renferment plus que des difförentielles pre- 
miöres, elles ont Heu, quelle que soit la variable indöpendante. Elles 
peuvent aussi s'äcrire, en divisant tous les dänominateurs par dt, 



(16) 



2^_J*^ V R 



a' 



?^ ' 



OL' |3' Y s' 

Si Ton y fait les substitutions : 

rx'y «V — j;V' Q, sY — y's'' 

on les mettra sous la forme 

X ^ JA ^ V _K 

Comme «" change de signe en mäme temps que 8\ ces formules 
mettent en övidence que X, (jl, v ne döpendent pas du sens dans 
lequel on compte les arcs. 

278. Directions principales. — Par le point M d'une courbe menons 
la tangente dans le sens des arcs croissants, la nonnale principale et 
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la perpendiculaire au plan osculateur. Cette dernifere droite, qui est 
perpendiculaire aux deux aulres, s'appelle, ä cause de cela, la birwr- 
male. Ges trois droites forraent, en chaque point d'une courbe, le 
triidre prindpal et leurs directions, qui sont perpendiculaires entre 
elles, s'appellent les directions principales. 

Les Cosinus directeurs a, ß et y de la tangente MT, menöe dans le 
sens des arcs croissants, sont d^finis sans ambiguitö par les formules 
du n« 267 : 

«' y' ä' s'' 

Les Cosinus directeurs \ {x, v de la normale principale MN le sont 
ögalement par les formules (17) : 



1 = 



R 



ofl off c" o'8 

x--x^^ !/"-y'^ ^'-^'7- 

Nous d^signerons par X, Y et Z les cosinus directeurs de la binor- 
male MB. Ceux-ci ötant proportionnels aux coefficients A, B et C de 
r^uation du plan osculateur, on aura 

(18) ^=X=^«,- ^ 

ABC VA« + B« + C« 

Le radical est susceptible d'un double signe, qui correspond aux 
deux sens oppos^s dans lesquels on peut mener la binormalo MB. 
Pour däterminer ce sens et, par consöquent, le signe du radical, ii 
faut une nouvelle Convention. Nous ipdiquerons celle que Ton fait 
d'habitude dans le numäro suivant : 

279« Convention snr le sens de la binormale. — Nous conviendrons 
de mener la binormale MB de teile mani^e que le tri^dre prindpal 
MTNB soit de mime rotation que celui OXYZ des axes coordonnäs^ 
c'est-a-dire que ces deux triddres soient superposables, MT sur OX, 
MN sur OY et MB sur OZ. 

Pour r^aliser cette condition, nous allons montrer qu't7 faut donner 
au radical qui figure dans les fbrmules (18) le signe de s\ 

En effet, considerons le determinant S form6 avec les cosinus direc- 
teurs des directions principales 

XYZ 

Substituons aux elements des deux premieres lignes leurs valeurs 
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tir^es des 6quations du n^ precedent. II vient, par les propriötes des deter* 
minants, 



S = 






X' 



y 



i'f 



ff f " 



.ff 



s 



ff 



f 



y —y 



z'' — ä' 



X 



«" 


R 


a>' y' »' 
a;" y" z' 


s' 




X Y Z 



d'oü 



R 



S= ~(AX + BY + CZ). 



Rempla^DS X, Y, Z par leurs valeurs tir^es des formules (18) ; il 
vient, le radical 6tant le meme que dans ces formules, 



S=^Va8 + b« + C2 . 



Reportons-nous ä la valeur (13) de R; il en r6sulte que 8 est egal a 
-h 1 ou ä — 1 suivant que le radical a le signe de s' ou le signe con- 
traire (^). Donc, le radical recevant le signe de «', on a 8 = -|- 1* 

C*est la conditio!) qui exprime que les deux triMres MTNB et OXYZ 
sont de m^me rotation. 

En effet, on peut toujours par un d6placement continu amener MT en 
coincidence avec OX et MN en coincidence avec OY. Alors MB est 
dirige suivant OZ ou en sens contraire ; selon qu'on se trouve dans l'une 
ou Fautre hypoth^se, on aura Z = i: 1 d'oü 



8- 



1 
1 
il I 



=-- ± 1. 



Mais, si 8 etait egal a + 1 avant le d6placement, il le sera encore 
apres, car il ne peut changer brusquement de valeur pendant le d6pla- 
cement. Donc MB sera venu en coincidence avec OZ. 



281. Torsion. Bayon de torsion. — Aprfes avoir considär^ Fangle 
de deux tangentes men^es en deux points difliärents M et M' de la 
courbe, il est naturel de considärer Tangle de deux plans osculateurs. 
On arrive ainsi ä la notion de seconde courbure ou de torsion. 

L*angle ^ des plans osculateurs aux points M et M' s*appelle la 
torsion de Varc WA' ; le rapport de la torsion ä la longueur de cet 
arc est la torsion moyenne de cet arc ; la limite de la torsion raoyenne 
de rare MM' quand M' tend vers M est la torsion de la courbe au 

(1) Le döterminant S formö avec los cosinus directeurs de trois directions 
rectangulaires est toujours ägal i -f- ^ ou & — 1. On le v^rifie immädiatement 
CQ ölevant ce döterminant au carr^ par la rögle connue. 
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point M. Le rayon de torsion T au point M est l*inverse de la torsion en 
ce point. 

Remarquons que Tangle des plans osculateiirs aux points M et M' 
est le mdme que celui des binorroales en ces mSmes points. Les 
Cosinus directeurs de la binormale ont 6i6 dösignds par X, Y et Z. 
Donc le mime calcul que celui qui a 6i6 fait au n« 276 pour determiner 
1 : R au moyen des cosinus directeurs a, ß et y de la tangente, don- 
nera, dans le cas actuel, 

Gette forroule sußit pour däterminer la valeur absolue de la torsion 
et du rayon de torsion. Un examen plus approfondi conduit cepen- 
dant ä donner un signe ä la torsion. C'est ce qui sera fait dans les 
numäros suivants oü nous donnerons en meme temps la valeur de T en 
fonction des dörivces de x^ y, z. 

La formule (19) prouve que toute courbe qui a une torsion constam- 
ment nulle est une courbe plane. En efiet, 1 : T ötant nul, on a 
X'2 + Y'« + Z'^ = 0. Comme on suppose X', Y' et Z' räels, ces quan- 
tit^s sont nulles s^paräment et X, Y, Z sont des constantes. On a 
alors 

Xx+.Yy + 7jZ = const. 

car le premier membre a pour därivöe Xj:' + Yj/' + Zz\ c'est-ä-dire 
puisque la binormalo est perpendiculaire ä la tangente. Donc les 
coordonnöes x, y, z vörifient l'equation d'un plan. 

282. Signe de la tortuon. Betermination du rayon de tortdon en 
grandeur et en signe. — On a les trois equations : 

X« + Y« + Z« == 1, Xa?' + Yy +-Z^' = 0, Xä?" + Yy" + Z^" =0, 

car la premiere devient identique et les deux suivantes se reduisent aux 
equations (4^) quand on remplace X^ Y, Z par leurs valeurs (18). 
Dirivons les deux premiöres de ees Equations en tenant compte de la 
troisieme. II vient 

(20) XX' + YY' + ZZ' = 0, a;'X' + y ' Y' + -j'Z' = 0. 

Ces deux equations expriraent qu'une droito qui a pour coefflcient de 
direction X'Y' et Z' est perpendiculaire a la binormale et a la tangente. 
Ces coefficients de direction sont donc ceux de la normale principale et 
Ton peut poser 

X' Y' Z' \lx^2 4_ Y'2 + Z'2 ,, 

——=^^,.7^.^^. --^Vx-^ + Y-^ + zr 



*x 
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Co dernier radical a la memo valeur absolue que s' : T, en vertu de 
requaiion (19). Tandis que nous avons consid^re R comme essentielle-* 
ment positif, nous conviendrons de donner un signe a T. Nous choisi- 
rons ce signe de maniere que s' : T ait le m^me pigne que les rapports 
^aux qui pr6cMent, c*est-a-dire de maniere ä pouvoir poser le Systeme 
de formules 

(21) ^^IL^^^JL. 

Ces formules d^terminent T en grandeur et en signe. Mais il convient 
d'obtonir la valeur de T en fonction des d6rivees des coordonnöes du 
point M. On tire des 6galites pr6cedentes par les propriet6s des rapports 
6gaux : 

5' XX' + I^Y' + vZ' _ 

T— X* + ^i«4-v« -^^ +^^ +'^' 

Rempla^ons X, (x, v par leurs valeurs tirees des ^quations (17) et 
tenons compte de l'^quation (20) x'X' +y'Y' + z'Z' <» ; il restera 

Mais, en d^rivant la relation a?"X + y"Y + ^"Z = 0, on trouve 

Substituons cette valeur et rempla^ons encore X, Y et Z par leurs 
expressions (18) oü le radical a le signe de s\ il vient 

T "" «'» V^-* + ß + C* 

Remplagons R par sa valeur s'» : Va* + B« + C« (n« 274) oü le 
radical a le m^me signe que dans la formule pr^cedente et posons, en 
abrege, 

(22) D=Aa;'"4-By" + C5'" = 



X y z 



^fff yfff ^r»r 



On aura finalement 

1 D 



(28) 



T K' + B« + C« 

Cette formule determine T en grandeur et en signe. On voit que T 
8*exprime rationnellement en fonction des coordonnees du point M, ce 
qui n*avait pas lieu pour le rajon de courbure. Le signe de la torsion est, 
de plus, ind6pendant du sens dans lequel on compte les arcs, car cette 
formule ne depend pas de s\ 

283. Interpretation geometriqüe du tigne de la torsion. — Les deux 
signes dont la torsion est susceptible correspondent aux deux sens difle- 
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reots dans lesquels le plan osculateur peut tourner autour de la tangente 
lorsque le point M se d^place sur la courbe dans un sens d^termine. 

Sotent OXYZ les axes coordonn^s etMTNBle triMre principal (n^278). 
Par un deplacement continu des axes, on 
pourra amener OX en coincidence avec MT 
et faire en sorte que MN tombe entre OY et 
OZ. Alors, comme les deux triedres sont de 
meme rotation, MB tombera entre OZ et le 
prolongement de OY comme Tindique la fig. 9. 

La relation (21) 

1 Z' 




T 



Fig. 9. 



vs 



subsiste pondant ce deplacement et Ton en conclut que ses deux 
membres sont invariables, car le premier a une yaleur absolue fixe et le 
second ne peut changer brusquement de valeur. 

Les axes etant dans leur nouvelle position, soient <f l'angle ZOB et <|/ 
l'angle ZON. Ces deux angles sont compl6mentaires ; on a donc 

V = cos^^, Z = cos©, Z' = — cp' sin<f = — <p' cos+, 
et il vient 



V5' 



ds 



Donc cp et 5 varient en sens contraire si T est positif, et dans le meine 
sens si T est n6gatif. 

Supposons que le point M se d6place dans la direcUon de la tangente 
MT, c'estrSHlire dans celle des arcs ci^oissants. Si T est positif, (p diminue, 
donc MB tourne vers MZ et, par suite, vers MN (flg. 9). L'inverse a 
lieu, si T est negatif. De la cette condusion : 

Lorsque le point M se ddplace sur la courbe dans le sens des arcs 
croissantSy la rotation de la binormale autour de la tangente se fait du 
cötä de la normale principale si T est positif, et du cötä opposä si T est 
nägatif, 

Cette rdgle s'applique, quel que soit le sens de rotation du tri^dre 
OXYZ. Supposons maintenant ce triedre donn6 comme d'habitude. Alors^ 
pour un observateur qui se tient debout sur le plan YZ du cöte de OX, 
la rotation de OZ vers OY se fait dans le sens inverse des aiguilles d'une 
montre. Dans ce cas, la i-egle prte6dente pourra se transformer dans la 
suiyante : 



Un observateur immobile qui voit venir d lui le point M, verra tour^ 
ner le plan osculateur dans le sens inverse des aiguiUes dÜune montre 
si T est positif et dans le sens de ces aiguilles si T est n^gaüf. 



). 




1^ 




V 


R 


A 




rfY 


= 


V 


ds 
T 
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On dit que Tallure de la courbe est dextrorsum dans le premier cas 
(T positif) et siniatrorsum dans le second (T nögatif). 

Cette distinctioD est ^videmment indöpendante du sens dans lequel se 
fiait le mouvement. En effet, si ce sens vient a changer, le sens de la 
rotation est renvers^, mais, comme la position de Tobseryateur est 
renvers6e en meme temps, les apparences restent les mömes. 

284. Fermnles de Frenet. — Les formules de Frenet jouent un role 
important dans la th^orie des courbes gauches. EUes ont pour objet 
d*exprimer les diffi&rentielles des cosinus direoteurs des directions prin- 
cipales en fonction de ces cosinus eux-mdmes, de la oourbure et de la 
torsion. 

Nous connaissons deja deux de ces systemes de fonnules (n^ 277 et 
282) : 

d% d^ d^ ds 

(28) 

Nous allons ^tablir le troisiöme qui donne dk^ d\k et fi^v. A cet effet« 
observons que a, X et X sont les cosinus des angles faits par OX avec 
trois droites lectangulaires; on a donc 

a« + X«+X«= 1. 

En difKrentiant cette relation, on en tire, eu 6gard aux valeurs de 
doL et (fX tir6es des systemes precMents, 

XdX = — «£/« — XcOC = — XA T-^ + -^) , 

ce qui fournit la valeur de dk. Les diff^rentielles c/p. et d^ s'obtiennent de 
mdme. Le troisiöme sjst^me de formules sera donc le suivant : 

**®^ cfe"~ R t' ds R T' ds RT' 

285. ExpressioiiB des derivees sucoessives des ooordoimfes par rapport 
a rare. — Prenant l'arc s comme variable iud^pendante. On a d'abord, 
par les formules de Frenet, 

0,' = ,, <r"-a'=^. ^"' = --—. (^.^-+,_+_j. 

Si Ton continue a döriver de proche en proche, en rempla^ant chaque 
fois les deriv6es de a, X, Xpar leurs valeurs tir6es des formules de Frenet, 
on trouvera un rösultat de la forme suivante 

oü P), Pg et P3 sont des fonctions rationnelles de R, T et de leurs d6ri- 
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v^es succeasives. Ces mdmes fonctions sUntroduisent dans les valeurs de 
y(n)et de z^'^>^ de sorte que Ton aura 

y(n) - pp, + ^V, + YP3, 
^(n) = ^p^ + vP, + ZPg. 

En particulier pour les trois premiers ordros, les valeurs de Pj, Pj et P, 
se trouvent dans les expressions de x\ o;" et j?'" ecrites ci-dessus. 

Pour faire une application de ces formales, pla^ons Torigine des coor- 
donn^es a Torigine des arcs, prenons les axes coordonu^s suivant les 
directions principales, OX suivant la tangente, OY suivant la normale 
principale, OZ suivant la binormale au point 0, et proposons nous de 
developper x^yeXz suivant les puissances de s par la formule de Maclau- 
rin. On aura, au point 0, a^ =» fi^ = Zq = 1 et les autres oosious seront 
nuls. 

Nous nous bornerons a calculer les trois premiers termes de la formule 
de Maclaurin. Le de/eloppement de x est le suivant : 

et ceux de y et z sont analogues. On a, dans le cas actuel, 

a?o= 1» a?o ~ 0, 070 = — p^; 




/f 1 ui R' 

ff rv fff 1 

-Jo = 0, ^0 = — 



RT 



1 8 , 

6R« ^ 
^' R' ^ 



2R 6R« 

+ 



s» 



6RT 

On döduit d'importantes cons6quences de cos formules. Nous indique- 
rons seulement la suivante : 

Une courbe traverse chcLCun de ses plans osculateurs en son point de 
contact, 

En effet, sauf le cas oü R ou bien T serait infini, la derniere equation 
montre que z cbange de signe avec s. A Torigine, le plan osculateur est 
celui des d?, y ; la courbe passe donc d'un c6te a Tautre de son plan 
osculateur. Le point M se mouvant sur la courbe dans le sens des arcs 
croissants, passe, par rapport au plan osculateur, du cöt6 de la binormale 
si T est n6gatif, du c6\A oppose si T est positif. 
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EXERCICES. 

1. Appliquerles formules g6nerales ä la courbe 

R. En choisissant convenablement le sens des arcs, on a 

ds^a -\- y 
dx a 

Ensuite (e d^aignant Tunit^ du mSme signe que o) 

a^|^Y„_J_, P^ — eß,, ,A=ie(a — y), v^eß; 
a X y a + » (X^^T» Y = — ep, Z = e«. 

T « e R « (a + y)« : a. 

2. Meme question pour la courbe 

y == 07* : 3a«, ^ = a« : 2a?. 

R. On a, en choisissant convenablement le sens des arcs, 

ds 2x^ + g« 
da? 2a*a?* 

Ensuite (e d^signant l'unitö du mdme signe que a?) 



2a*a?« 2a?* a* 2a?* + a* (X=— e«, Y=— ey, Z=— eS 

3. Hälice circulaire, — Gette courbe est d6crite par un point M qui 
se meut uniformement sur une droite, laquelle tourne elle-möme d'un 
mouvement uniforme autour d'un axe. L'h61ice est donc tracee sur an 
cjlindre de r^volution. Soient r le rajon de la section droite du cjlindre 
et h une constante. Si Ton prend Taxe du cylindre pour axe des z et si 
Ton fait passer Taxe des y par un point de la courbe, les ^quations de 
rh61ice seront : 

a? = r sin <, y = r cos t^ z =^ kt. 

Nous compterons les arcs dans le sens oü t croit, de sorte que nous 
aurons, h designant une constante positive, 

s^ == Vr« + t« = h. 
On a ensuite 



— » 



y X k h' . i -r» Ä* 

A fx V ^ 1 1 r 

ky kx r* hr 
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Donc, 1» les rayons de courbure et de torsion sont constants ; 29 la 
normale principale ä Thelice est en möme temps normale au cjlindre ; 
3® 1a binormale fait un angle constant avec OZ ; 4^ la torsion a le signe 
de A. Si les axes sont donnes comme d'habitude (no283), les spires, 
vues de Texterieur du cjlindre suppos^ vertical, paraissent monter de 
gauche a droite si k est positif (dextrorsum) et de droite ä gauche si h 
est negatif (sinistrorsumU 

Les coordonnees du centre de courbure Mj sont : 



^i = -^(~J yi-=-y©' 



Donc le lieu du centre de courbure est une nouvelle h61ice. Le centre 
de courbure au point Mj de cette nouvelle helice est au point M. Les 
deux h61ices decrites par M et Mj sont r^ciproques au point de yue de 
la courbure : cbacune d'elles est le lieu des centres de courbure de l'autre« 
Cette propriete est un cas particulier d'un theoreme plus gen^ral (Exer- 
cice 6). 

4. HÜice qtielconqtte. — Une droite AB qui reste parallMe ä OZ et dont 
le point A d^crit une courbe PQ dans le plan XY engendre une surface 
cylindrique. Supposons que le point M se deplace avec une vitesse 
constante sur la droite AB, pendant que le point A se deplace avec une 
vitesse constante sur la courbe PQ ; le point M d6crit sur la surface du 
cjlindre une courbe que Ton appelle une hälice, Soit 9 Tarc de la 
courbe PQ (section droite du cjlindre). Les 6quations de Thelice seront 
de la forme [h constant) 

En deduire les propriet^s suivantes : 1^ L'arc s de l'helice est propor- 
tionnel a celui 9 de la section droite. 2<> La tangente a Thelice fait un 
angle constant avec la g6n6ratrice du cjlindre. 3® La normale principale 
a l'helice est normale au cjlindre. 4^ Les rajons de courbure de l'helice 
et de la section droite sont proportionnels. 5^ Les rajons de courbure 
et de torsion de l'helice sont dans un rapport constant. 

Montrer que, reciproquement : P toute courbe dont les tangentes 
fönt un angle constant avec une direction fixe ; 2^ toute courbe dont les 
normales principales sont perpendiculaires a une direction fixe ; 3® toute 
courbe dont les rajons de courbure et de torsion sont dans un rapport 
constant, est une helice. 

5. Calculer les d^rivees des coordonnees 07^, y^y z^ du centre de 
courbure M^ d'une courbe gauche et celle de l'arc s^ decrit par ce 
point. 

R. On derive les relations x^ — x = RX,... et Ton tient compte des 
formules de Fronet. On trouve 
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a;; = XR'_X^s'. 



v 



T 
y\ = H^R' - Y ? s\ d'oü *f = R'' + ^ s' 



6. Ckmrbes d courbure constante, — Le lieii du centre de courbure 
Ml d'unc ooyrbe gauche a courbure constante jouit de proprietes remar- 
quables. On tire, dans ce caa, des equations de Texercice pr^cedent 



X 



1 



y. -i R .. 



~ T * *'• 

En affectant de l'indice 1 les quantit^s qui se rapportent au lieu du 
pointMj, ilvient 

a, = x, p, = y, r, = z. 

Donc la tangente au point M^ est parallele a la binonnale au point M. 
On a ensuite les trois relations : 

On en tire d*äbord 

<+Pf+Yr = X''+/+Z''. d'oü '^-^^ et R,-R; 
ensuite, au mojen des formules de Frenet, 



^1 



On en conclut que le point M est le centre de courbure au point Mj 
de la courbe d^crite par ce centre de courbure. Donc les deux courbes 
consider6es, la courbe gen^ratrice et la courbe d^crite par son centre 
de courbure, sont röciproquement les lieux des centres de courbure 
Tune de Tautre. 

7. Courbes sphäriqttes. — On appelle ainsi les courbes tracöes sur 
une sphere. L'origine 6tant au centre, on a 

^* + y* + ^^ = p* = const. 

En d^rivant par rapport a & et en se scrvant des formules de Frenet, 
on en dMuit, de proche en proche, 

d'oü 

a? = — XR — XTR', y == _ jjlR — YTR', z = — vR — ZTR'. 
Soit l'angle de la normale principale en M avec la normale inte- 
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rieure a la sphire, on conclut, sans peine, des formules precedcntes : 
1^ que Ton a, les derivees etant toujours prises par rapport ä l'arc, 

R - p cos e, 1 : T = ± e', Rt + (TR')« « p« ; 

2® que toute courbe spherique a courbure constante est plane et qu'elle 
doit dtre, par consequent, un cercle de la sphire. 

8. Soit s = MM' un arc infiniment petit d'une courbe gauche. D6mon- 
trer que la distancc o du point M' au plan osculateur en M, la plus 
courte distance S' des tangentes en M et en M', la differejice e entre 
Tarc 8 et sa corde, ont respectivement pour expressions aux infiniment 
petita prös du 4' ordre, 

=ss — — — , o' ==s , e = 



6RT 12RT 24 RT 

R. Ce sont des cons^quences faciles a tirer des formules (87) donn^es 
au n» 285. 



GHAPITRE IX 



Galcttl des aires, des eres et des volumes. 
Evaluation approchde des intögrales döfinies. 



§ 1. Quadrature des alres planes. 

286« Cluactrature des airoi planes (ooordonnees eartesiennee). — Soit 
f(x) une fonction continue dans Tintervalle (a, b) (a < (). Consid^rons 
la courbe plane qui a pour ^quation 

par rapport ä deux axes OX et OY se coupant sous un angle X. Pro- 
posons-nous d'övaluer l'aire comprise entre la courbe, Taxe des x et 
les deux droites x = aeix==b. 

Nous supposerons, pour commencer, que f(x) soit constamment 
positif dans Fintervalle (a, b). Mors le probifeme ä rösoudre est celui 
que nous avons döjä examinc^ au n^ 201, mais en axes rectangulaires. 
La Solution est analogue pour des axes quelconques. Däcomposons 
Taire en segments par des paralleles ä Taxe des y d'abscisses succes- 
sives Xi = fl, x^, Xg... Xi,.., Xn-^i = ft et soient, en gönöral, M< et m< les 
limites sup^ricure et inH^rieure de f{x) dans l'intervalle (Xi, Xi^i) 
d'amplitude 8^ L'aire du segment de base o^ est interm^diaire entre 
Celles des deux parallälogramnies de m£me base S<, Tun inscrit dans 
le segment et Tautre circonscrit. Ces parallfelogrammes ont respecti- 
vement pour mesures mÄsinX et MÄsinX. L'aire S ä övaluer 
sera comprise entre les deux sommes : 

* n n 

sin X £ mSi et sin X £ M^S/. 
1 i 

Elle a donc pour valeur la limite commune de ces deux sommes 
quand tous les ^ Umdent vers zero. II vient ainsi, par döfinition de 
rintögrale däfinie, 



(1) S = sin X rf(x)dx^ 
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Si Ton suppose maintenant que f(x) soit constamment nögatif dans 
riiitervalle (a, b), le raisonnement pr^cödent subsiste, sauf que toutes 
les mesures considörees sont negatives et la formule (1) donne pour S 
une valeur negative. Les aires calcul^es par cette formule sont donc 
positives quand la courbe est situee au dessus de Taxe des x et nega- 
tives quand la courbe est situöe en dessous. 

Enfin, si la courbe traverse une ou plusieurs fois Taxe OX, la for- 
mule fournit seulement la diiförence entre les aires situees de part et 
d'autre de cet axe. Dans ce cas, si Ton veut calculer Taire totale, il 
faut donc ^valuer säparäment les aires positives et negatives et faire 
la somme de leurs valeurs absolues. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, sin X = 1. La formule se sim- 
plifie et prend la forme la plus habituelle 



(2) i = jy{x)dx^j^ydx. 



287. Les formules pr^cödentes permettent d'övaluer Taire com- 
prise entre deux courbes. Supposons que ces courbes aient pour 
öquations 

et que Ton ait constamment /i(x) < f^{x). L'aire S comprise entre les 
deux courbes et les deux Aroiies x=-aeix = bj sera la difförence 
algäbrique entre les deux aires S^ et S^ comprises entre ces deux 
droites et Taxe des x, mais limitäes respectivement ä chacune des 
deux courbes. On a donc S ^ Sj — S,. Si les axes sont rectangulaires, 
la formule (2) s'applique au calcul de S, et de S^ et il vient 



(8) 



'^==(\f,{x)-f,(x)]dx. 

Ja 



Si les axes sont obliques, Tintägrale pröcödente doit £tre multipliöe 
par sin X. 

La formule (8) s'emploie pour calculer Taire d'une courbe ferm^e, 
qui n'est rencontrde qu*en deux points par une parallele ä Taxe des y. 
Dans ce cas, l'^quation de la courbe fournit pour y les deux valeurs 
fi{x} et /i(x) que Ton doit substituer dans la formule et Ton prend 
pour a eib les valeurs extremes de x sur la courbe. 

288. Applications (coordonnees Q%jteüejmeB). — l Parabole. Lapara- 

19 
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bole, rapportäe a un diam^tre OX et ä la tangente ä rextr^mitä de ce 
diamfelre, a pour öquation t/*-= ipx, d'oü 

f{x)=^Yfp \/x. 

L*aire comprise, au dessus de Taxe OX, entre cet axe, la courbe et 
la corde d'abscisse x, sera donc 

S = \ip sin X I yxdx = V2p sin X ^x '* = ^xy sin X. 

Gette aire vaut donc les deux liers du Parallelogramme construit sur 
les deux cötes rectilignes x et j/ de Taire considör^e. La relation ana- 
logue existe entre les aires correspondantes situäes en dessous de 
Faxe OX. Donc le segment ditathi de la parabole par une corde quel- 
conque est igal aux deux iiers du paralläogramme cmistruit sur sa 
corde et sur sa piche (portion du diamfetre conjugu^ interieure au 
segment). 

II. Cercle. L'^quation d'un cercle en coordonnöes rectangulaires est 



y == Va* — ar*. 

Le segment situö au dessus du diam^tre OX entre les cordes 
4; = et a; = j:, a donc pour valeur 

\ dx\ a^ — x*:== äV a^f— X* -{- -^ arc sin -> 
o 2 z a 

ainsi qu'il rösulte de la valeur de Tintögrale indäfinie, calculee au 
n« 166. 

Si j; = a, on obtient Taire du quart de cercle Tua* : 4. Donc Taire 
du cercle entier est na*. 

III Ellipse. L'ellipse ätant rapport^e ä ses axes, son ^quation se 

ramäne ä la forme 

b , 

y = -Vfl« — x^ 

Le segment situö au dessus de Taxe OX entre les cordes o; ^ et 
x = X, s'obtient en multipliant par b : a l'aire que nous venons d'ob- 
tenir pour le cercle. Donc Taire de Tellipse entifere sera nab, 

IV Byperbole. L'^quation de Thyperbole rapportäe ä ses axes est de 

la forme 

b , 
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L'aire S comprise (flg. 10) entre l'arc de courbe AM, l'axe horizon- 
tal OX et la verticalc MP d'abscisse x(x > a) 
a pour valeur Y 

b f^ 






dx \Jx^ — a^ 



Gdicuions d'abord Tintögrale indöfinie. Une 
Integration par parties donne 




/• x^ dx 

Si Ton remplace x'^dx par [x^ — a«) (te + a^dx^ la demifere integrale 
se döcompose en deux autres dont celle du premier merobre. On en 
conclut 

ftteVi^^T* = |Va;« — a« — %- Log [x + Vo;« -- a*). 

De lä räsulte facilement la valeur de S 

S=»^^-xVir*-fl*-^Log 5L 

et. en se servant de r^quation de la courbe, 

Le premier terme de S mesure l'aire du triangle OPM (flg. 10). 
Donc le second terme, pris en valeur absolue, mesure Taire du sec- 
teur OAM (secteur hyperbolique). 

Si l'hyperbole est rapportäe ä ses asymptotes, son öquation est 
xy =^k^. L'aire comprise entre la courbe, Tasymptote OX et deux 
paralleles ä Tautre asymptote d'abscisses Xo et x, a pour mesure 
(k ätant rangle des asymptotes) 

X 



S = sin 



in X I — dx = 

Jwq X 



= A* sin X Log 



Xq 



G'est cetle propriete des logarilhmes näperiens qui leur a fail 
donner le nom de logarilhmes hyperboliques. 

On remarquera que l'aire S augmente ind^finiment quand x tend 
vers rinfini ou quand Xo tcnd vers 0. La portion du plan comprise 
entre une branche de la courbe et ses asymptotes a donc une aire 
iilimitöe. 
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IV Cycloide. Si l'on prend pour variable dMntägration l'angie t 
(n<^ 240), on aura 

ydx = a« (1 — cos 0^ dt. 

L'aire S de la cycloide, comptäe depuis Torigiae o\xt = jusqu*ä 
Tordonnöe qui räpond ä l'angie t, aura pour mesure 

c. . f'/j .^o j. o/^3^ • * . sin/ cos t^ 
S = a^ j (1 — cos tf dt = a« ( -^ — sin / H ^ 1 

Relranchons cette aire OMP (fig. 11) de celle du rectangle OPFG 
Y ^ ^ ^ qui a pour valeur ^ax = ia- (t — sin t), le 

reste, c'est-ä-dire Taire OMFG sera ^gale ä 




^U — sin /cos M. 



^^ ce qui est pröcisöment l'aire du segment 
^^*- *^- AMQ ditermin^, dans le cercle gänärateur, 

par la perpendiculaire MQ sur le diamfetre AB. Qn a donc 

surf. OMFG = surf, AMQ. 

A lexträmitö de Tarcade, f — 2« et S = Stra*. Donc l'aire totale 
entre une arcade de cycUnde et sa base est triple de l'aire du cercle 
ginirateur, 

289. ftnadratore des leoteors (ooordoimeeB polaires). — Considörons 
une courbe plane ayant pour äquation en coordonnöes polaires 

et supposons que /(6) soit une fonction continue de d entre 6i et 8 

(Ö > 8,). 

Proposons-nous d'ävaluer Taire du secteur compris entre un arc de 
la courbe et les deux rayons vecteurs dlnclinaisons Oj et 9. Pour 
cela, nous d^composerons cette aire en secteurs ^l^mentaires par des 
rayons vecteurs interm^diaires d'inclinaisons successives G,,... 6/,..., 
6n et soit On+i = ö. L'aire d'un secteur quelconque, limiti par deux 
rayons cons^cutirs d'inclinaisons 0^ et O^+i , est comprise entre Celles 
des deux secleurs circulaires de möme Ouvertüre (6i+i — 8<) mais 
ayant respectivement pour rayons le miniroum m< et le maximum M, 

de Aö) dans Tintervalle (ö<, 9f-|-i). Ces deux secteurs circulaires ont 

1 1 

respectivement pour mesures ^m\ (6i+i— -6/) et äM5(6<+i— ö<). Donc 

le secteur entier de la courbe sera compris entre les deux sommes : 
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Si Ton multiplie indöfiniment le nombre des secteurs ölämentaires, 
de mani^re ä faire tendre vers z^ro loutes leurs ouvertures (öi+i — 9^) , 
ces deux sommes tendent vers une limite commune qui sera la valeur 
de S. Gelte limite est une integrale döfinie ; on a donc 



(4) , S=fiA8)*rfÖ==y r^de. 



6, -^e, 

Remarque /. On peut appliquer la formule (4) ä des courbes qui 
d(icrivent plusieurs spires autour du pole. Dans ce cas, Tintervalle 
d'int^ation peut croitre au delä de quatre angles droits et la formule 
reprösente l'aire totale balayäe par le rayon vecteur quand il tourne 
dans le mSme sens de ä 0. Donc, quand le rayon tourne de plus 
d'un tour, les aires däcrites se recouvrent Fune Tautre. 

Remarque IL On peut transformer la formule (4) de maniäre ä 
la rendre immädiatement applicable au cas des coordonnöes cartä- 
siennes. On a, en eflet, 

x^rcos^, y = rsinO, 

d'oü 

xdy — ydx^r^d^ 

Supposons que x et y soient exprim^s en fonction d'une variable t 
qui varie de ti ä t^ quand le point (x, y) döcrit l'arc qui limite le sec* 
teur. En prenant t comme variable la formule (4) se transformera 
dans la suivante : 



(») ^-,T^-^^*- 



290. Applications (Coordonnees polaires). — I. Spirale d'Archimide: 
r = a6. L'aire S depuis l'origine jusqu'au rayon vecteur r a pour 
mesure 



^-^^^-ff" 



m 



6 6a 



Si Ton fait 9 = 2tc, on obtient l'aire entouröe par la premiftre spire, 

4 
savoir ^^ 7c*a^ 

II. Spirale logarithmique : r = ae^^. Cette courbe däcrit une infi- 
nite de spires autour de l'origine. Cherchpns Taire du secteur S com- 



— 294 — 

pris entre un arc de la courbe et les deux rayons vecteurs r, et R 
d'inclinaisons 61 et S. On aura 

l 

Si l'on falt tendre 6, vers — «>, r, tend vers zero et S vers R* : im. 
On obtient ainsi la limite de la somme des aires entouräes par un 
nombre illimitä de spires qui se rapprochent ind^äniment du pole. 

IIL Lemniscate : r^ = a^ cos 2 9. Gelte courbe se compose de deux 
feuilies sym^triques. L*aire du secteur compris entre Taxe polaire et 
le rayon d'inclinaison 9 sera 



S = -|-pcos26de=-~^sin2e. 



Si Ton Tait 8 = ic : 4, on obtient Faire a* : 4 d'une demi-feuille. L'aire 
totale de la courbe est a^ 



291. Aire limitee par une courbe fermee. Votion des mtegralet 
cnrvilignes. — - On appelle contour fermi simple un contour fermä qui 
ne se coupe pas lul-m6me. Un tel contour enferme une aire que Ton 
peut se proposer d'övaluer. 

Nous savoQS d^jä calculer cette aire lorsque le contour se r^duit 
au quadrilatöre curviligne envisagä au n^SST. Ge contour se compose 
de deux paralleles ä Taxe des y d'abscisses a et fr et de deux courbes 
AiBi et AsBg qui ferment le quadrilatire, et qui ont pour ^quations 
dans Tintervalle (a, b) 

L'aire Interieure au contour a, dans ce cas, pour valeur (n« 287) 
(6) S = j y^dx — Ly,(te. 

Ja Ja 

Ges deux integrales ont la mSme forme i ydx et, pour achever de 

les däterminer, il suflit de faire connaltre les arcs A^B, et A^Bi que 
parcourt le point (x, y) pendant Tint^gration et le sens dans lequel se 
fait le parcours. Nous dirons donc que ces deux integrales sont des 
integrales curvilignes (^) et nous les representerons par les notations 

I ydx, j ydx. 

(^) Les integrales curvilignes sont prösentöes ici au point de vue le plus 616- 
mentaire. Leur döflnition gön^rale sera donn^e au g 3. 
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Cette notatioD däsigne Tarc par ses extrömitös ; on ^crit d'abord le 
point de däpart, ce qui Tait connaltre le sens du parcours. Renverser 
ce sens revient ä intervertir les limites a eib dans les intögraies et, 
par consöquent, ä changer leur signe. L'öquation (6) peut donc 
s'öcrire maintenant 



(7) 



S == 1 ydx — j ydx -= j ydx + j ydx. 

JCAjBg) J(AiBi) ^(AaBji JiBiAi) 



Un coDtour fermö peut 6tre parcouru dans deux sens difförents. 
On appelle sens direci celui qui laisse ä gauche l'intörieur de l'aire. 
L'autre est le sens ritrograde, Donc, dans les derni^res integrales, 
les arcs A^Bg et B]Ai sont parcourus dans le sens retrograde. 

Gonsid^rons maintenant un contour' simple C, forma d'un nombre 
limite d*arcs successifs sur chaeun desquels x varie toujours dans le 
möme sens quand on döcrit le contour. Ce cas est övidemment trfes 
g^näral. Appelons intigrale effeciuie sur le contour et d^signons par 

I yix 

m 

la somme des integrales curvilignes effectuees successivement dans le 
sens direct sur chaeun des arcs successifs qui composent la contour. 
Je dis que Taire S Interieure au contour aura pour mesure 



(8) S = -( ydx 

J{C) 



En effet, en menant des paralleles ä Taxe des y, on peut decom- 
poser Taire S en morceaux, dont les fronti^res respectives n'emprun- 
tent que deux arcs distincts du contour G et qu'on peut, par conse-» 
quent, evaluer par la formule (7). L'aire de chaque morceau se 
mesure par la somme des integrales eifectuees dans le sens retrograde 
sur les deux portions du contour G qui lui servent de fronti^res. 
Faisons la somme de ces aires ; nous obtiendrons l'integrale effectuee 
dans le sens retrograde sur tout le contour, c*est-ä-dire la formule (8). 

Remarque L Le contour G peut aussi comprendre des portions de 
droites. 11 n*y a de remarque ä faire que pour Celles qui seraient 
paralleles ä Taxe des y. Dans ce cas, comme elles n'intervienneht pas 
dans revaluation des morceaux, elles ne doivent pas intervenir non 
plus dans revaluation de Taire totale. Gependant, si Ton attribue la 
valeur ä Tintegrale effectuee sur ces lignes (ce qui est naturel, 
X etant constant et dx nul), on peut etendre Tintegration ä tout le 
contour et considerer la formule (8) comme generale. 
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Remarque IL La formule (8) sera d'une application imm^diate si 
xeiy sont exprim^s en fonctions continues d'une variable auxiliaire 
{ et admettent des d^rivöes continues par rapport ä t. Supposons, 
en eifet, que le point (x, y) döcrive tout le contour G dans le sens 
retrograde quand t varie de t^ ä T. Prenons t comnie variable ; l'aire 
S int^rieure au contour C s'övaluera par la formule 

(9) ^-SA''- 

Remarque III. Nous avons ätabli la formule (8) en consid^rant y 
comme fonction de x, On peut ötablir une formule analogue en con- 
sid^rant x comme fonction de y. Mais il faut supposer des conditions 
correspondantes. Cette formule sera 

(10) S = r xdy, 

J{C) 

car le contour doit Stre parcouru dans le sens direct pour que Tintä- 
grale soit positive. 

La combinaison des formules (8) et { 10) donne encore une formule, 
souvent employ^e, 

que l'on öcrit plus simplement 



(11) S = i r («dj/ - ydx). 



Ces nouvelles formules s'appliquent avantageusement comme la 
formule (8), au cas oü la courbe est donnee par une repräsentation 
param^trique. (^) 

292« Application. — Une corde de longueur constaiite c -|- c' ^ 

metU d^un mouvement continu en appuyant ses extrdmitäs sur nne 

'courbe fermäe donnäe C, Uaire comprise entre la courbe et le lieu du 

point M qui partage la corde en deux segments c et c\a pour mesure 

TTCc', quelle que soit la courbe donnee, 

Designons par K la courbe decrite par M et supposons que cette 
courbe forme un contour simple. Soient (^j, y^) et [Xg^ y^ les coordon- 
nees variables des extr^mit^s de la corde ; celles du point M seront 

^ ^ ex, + c'xg cy, + c'y^ 

C + & ' ^ c + & ' 

m 

(^) Les d^monstrations les plus g^närales des formules (8), (lO) et (ll) seront 
donn^es au § 3. 
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ImaginoDS quo les coordonnees soient exprim6es en fonciion d'un para- 
mötre t qui varie de ^^ a T quand les oxtremit^s de la corde decrivent la 
courbe C. Prenons t comme variable. Les aires S et 2 interieures aux 
courbes et K pourront s'evaluer par les integrales : 

(c« -f cc') y^dxi + (cc' 4-c'«) y^dx^ 



S --= \ ydx= \ 






oü Ton suppose les x et les y exprim6s en fonction de t. On en deduit 
par soustraction 

CC' 



^ "■ ^ ^ "'" • cyj t '^* "~ ^'^ (dx^-dx,). 



Menons a partir de Torigine une droite ogale et parallele a la corde, 
Les coordonnees de Textr^mit^ seront yi=^yz — j/i et £ » o?, — o?,. Or 
cette extr6mite decrit un cercle de rajon (c 4- c'). L*int6grale qui figure 
dans In derniöre equation n'est autre chose que l'integrale de tidi effec- 
tu^e sur ce cercle. Donc eile mesure Taire du cercle et sa valeur est 
TT (c + &)'. II vient donc 

S — S = TCCC'. 

Si les courbes C et K ne se coupent pas, le th^oreme est donc 
demontre. Si elles se coupent, il reste vrai, a condition d*attribuer des 
signes contraires aux aires situ^es de part et d'autre de la courbe C. 
Mais le theoreme tomberait en defaut si le lieu du point M ne constituait 
pas un contour simple. Le theoröme suppose encore les courbes G et K 
soumises aux conditions que nous avons indiqu^es au n^ pr6c6dent pour 
que les formules soient legitimes. 

EXSRGIGES. 

1 . Aire de la chainette^ compt^e de Taxe de la courbe. 

r X T\ f X X 



2. Aire de la cissoide : y^ = €c^ : (2a — x), 

^ p x^dx r 

Jo \j2ax — 07* J \/ia-x 



dt 



^ X 

Ges integrales ont 6te 6tudiees n«> 185 et 219. 

Si Ton fait a? ^ 2a, on trouve S =^ Sttö* : 2. Doublant cette valeur, on 
trouve 3T,a^ pour Tespace indefini compris entre la cissoide et son 
asymptote x = 2a. G'est le triple de Taire du cercle de rajon a. 
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3. Aire du Ihna^on de Pascal ; r = a cos 6 -f ^. 

4. Aire de la conchofsde : r = a sec 9 -}- ft, 

5. Aire de l'äpia/cloUie. — Od a indique (p. 237, exercice 4) les 
dquatioDS de Tepicjcloide engendree par le roulement d*un cercle de 
rajon b sur un cercle de rayon a. Dans ces equatioDS, le parametre t 
d^aigne l'angle dont le point de contact a tourne sur le cercle fixe. On 
peut aussi prendre comme parametre l'angle 6 dont ce point a tourn6 sur 
le cercle mobile. On sl at = 66. En posant b : a — q^les oquations de 
r6picjclo!de s'ecriront 

J-ll + ö'lcos^e — gco8(l+g)e, V^=^(l+q)smq^^qsin{l + q)^. 

L'aire d*un secteur se deiermine alors par la formule (6) du n^S89;on 
trouye 

8^^a^q(l+q){l+2q) ( (l+cos6)c?e=^(a«+3aft+2**)(e+8iiie) 

Si =: 2ir, on obtient l'aire du secteur limite par une arcade entiere 
de la courbe. Pour obtenir Taire de Tarcade elle-m^me, il faut encore 
retrancher l'aire d'un secteur du cercle fixe dont l'arc est 2'Kb ; il restera 



a 



(3a + 2*) 



6. HypocycloXde. — Les equations de l'hypocjcloide s'obtiennent en 
rempla^ant dans les precedentes q par — q, Problemes analogues aux 
pricMents. 

7. Courbes unicursales. — Les coordonn6es co eiy d'une courbe uni- 
cursale pcuvent s^exprimer en fonction rationnelle d'un parametre t. Donc 
la quadrature de ces courbes depend d'une integrale rationnelle et peut 
toujours se faire sous forme finie. Dans le cas particulier examine au 
no 181 oü le parametre i est egal ky : w^ on sl ooy^ — yo?' = x\ L'aire 
d'un secteur se calculera par la formule (6) du n^ 289, qui prendra la 
forme simple 



Appliquer cette formule aux cubiques unicursales suivantes : 

oß(a^ + y* ) = 2öp (cisfolde), 

(x + a) (a^ + y^) = Say^ (strophoide), 

«?• + !/•«= 3aajy (Folium de Descarte). 

§ 2. Reoüflcation des courbes. 

293. Courbes reotiflables. Sectiflcation des courbes planes. — La 
longueur d'un arc de courbe entre deux points exträmes est, par 
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d^finition (n<» 244 et 964), la limite du pörimfetre d'un polygone 
inscrit dans la courbe et dont tous Ics cöt^s tendent vers zäro. Gette 
limite n'existe pas toujours et l'on appelle rectifiables les courbesdont 
l*arc a une longueur dötermin^e. Nous renverrons au paragraphe 
suivant pour Fötude des caract^res les plus gändraux des courbes 
rectifiables et nous nous bornerons ici aux conditions sur lesquelles 
nous avons fait reposer les formules des n~ 244 et suivants. 
Consid^rons d'abord une courbe plane, ayant pour ^uation 

la longueur de son arc depuis un point fixe Mo d'abscisse Xo jusqu'au 
point variable M d'abscisse x, s'övalue par la forinule (n® 245) 



(1) s==rdx\/i+y\ 



Les formules de rectification qui conviennent aux autres formes 
d'öquations s'obtiennent en changeant de variable dans llnt^grale 
d^finie 



=/>• 



Dans le cas d*une repr^sentation param^trique, on prend t comme 
variable ; on sait (n<^ 248) que ds = dt \x'^ + y'^ . Donc, to et t dösi- 
gnant les paramMres des extr^mit^s, Tarc aura pour mesure 



(2) s^C dt\/x^y^\ 



Dans le cas des coordonnöes polaires, d$ = \dr^ + r*dö*. Soient 
(ro, öo), (r, ö) les extrömit^s de Tarc ä mesuror. II vient, suivant qu'on 
prend 6 ou r comme variable, 



(3) s^fd^}^f^+(%y=fdr^l+r^(fy. 

294. Ezemples de reotüieationB (ooordoiinees rectangolaires) . — 
I. Chatnette. On a, dans ce cas (n« 259), 

Galculons Tarc ä partir du sommet A oü ^r »> 0, la formule (1) donne 
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II. Parabok. Prenons Taxe de sym^lrie pour axe des y et le sommet 
pour origine. On aura 

Donc rare, eompt^ ä partir du sommet, a pour mesure 

« = -[*(& V^Tp^- 

PJ o 

En rempla^ant a' par — p' dans Tintögrale ind^finie, calcul^ au 
n'^ 288 ä roccasion de Taire de Thyperbole, il vient 

dx\/^^~p^^ f M¥^p^ + ^ Log(x + VxM^^). 



/' 



2— . r 2 
De lä la valeur de s 






•*^^Vj;' + /?«+! Log 



III. CycUnde. Gonsidörons la reprösentation param^trique habituelle 

X = a{t — üni), y = a (1 — cos I). 
L'arc, comptö ä partir de Torigine oü t = 0, a pour mesure 



s 



a j df V(* — cos ty + sin« t == 2a rsin|d^= ^a(^— cos^) 



296. Integrales elliptiques de Legendre. Beetifloatioiie de TellipBe et 
de rbyperbole. — L*arc de ces deux courbes s'exprime par des inte- 
grales que Ton ne peut pas reduire aux fonetions älämentaires, mais 
on peut les ramener aux deux integrales döflnies suivantes : 

F(fc,cp) = r-.^-J|===., E(fc,(p) = r d^Vl-fc*sin*<p. 
Jo V i — t* sin* ff Jo ' 

oü le param^tre i est < 1. Legendre a donnä ä ces integrales le nom 
dHntigrales elliptiques de premüre et de seconde espice. On a dressä 
des tables qui permettent de les caiculer pour les diverses valeurs de 
(p et de k. 

Les integrales sont dites compUtes, si f «= ö! ^'I^^ ^^ d^signent par 

TZ 7C 

Jo VI — fc*sm* (f J o ' 

Are (Tellipse. Soit la reprösentation paramötrique 

a; = a sin y, y = b cos <p. 
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L'ärc BM, comptö ä partir du sommet B du petit axe oü f » 0, a 
pour roesure 

«= dff Va?'« + ?/" = j d? Va« cos* <f + b^ sin^ (p 

L'arc d'ellipse depend de Tint^grale elliptique de seconde esp^ce. 
Posons, en effet, k^ = (a* — fr* ) : a* ; il vient 

Vä^'cöt^ f + b^ sin^ (f = a VI — fc* sin^ <p 

d'oü s = a E {*, cp), 

Si y = ir : 2, Tintögrale est compifete et l'arc ägal au quart du pöri- 
mMre de Tellipse. Le pörimfetre total sera donc 4a Ej (i). 

i4n; d^hyperbok. On peut prendre comme reprösentation paramö- 
trique de Thyperbole rapportöe ä ses axes, le Systeme 

x=- — , w--=tcot9, 
sin<p ^ ^ 

car, en äliminänt cp, on retrouve T^quation classique de la courbe. 
L'arc AM, compt^ du sommet, oü f = ö* jusqu'ä un point M oü <p est 

< ^, a pour raesure 



7t r. 

S = 



Une Integration par parties et une d^composition donnent facile' 
ment 

7t 



.^r^tyV .^nn.»y+A,» _r fl' COS* y (fcp ^ 

^ Jcp Va* COS* cp + 6« 

7t 7t 

cot y Vä^s^TTfr^- J^dcp Va* COS* cp -f- fr^ + 1 jj v^c5^^- 
Posons t* = a* : (a* + fr* ), d'oü 

Vä*cös*^"+F = j Vi — ifc*sin*(p ; 

rare « dopend des integrales elliptiques par la formule 

«=coty Va' cos» <f + 6» -|[E,(t)-E,(t,<p)]4-^[F. (fc)-F, (*.?)]• 

296. Examples de notilleations en ooordoneet polaires. — I. Spirale 
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hgarithmique : r » ae*^^. Prenons r comme variable ; nous aiirons 
mö = Log r — Log a, d'oü 

Donc Parc de la spirale logarithmique varie proportianneUement au 
rayan vecteur. Le pöIe est un point asymptotique de la cpurbe, car r 
ne s'annule qu'en faisant tendre 6 vers — <». L'arc-iimite, comptä de 
ce pointy conserve n^anmoins une valeur finie 

y/T+mT 

8 = ■ r. 

m 

IL Spirale d'Archimide : r = a6. L*arc comptö ä partir du pole a 
pour valeur, en int^grant par rapport ä r, 

s^ Cdr Vi + r* — = - {'^dr Va' + r\ 

G'est la m£me integrale que celle ä laquelle conduit Tövaluation de 
rare de la parabole. Donc les arcs de la parabole x^ =^ 2ay et de la 
spirale r^a^ ont mäme longueur, quand on compte le preinier entre 
les abscisses et x et le second entre les rayons et r » x. 

III Lemniscate : r^ = ä^ cos*9. Si Ton prend r comme variable, on a 

e^^arccos^. -^=-y^^-^. 
L'arc coniptö ä partir du sommet, oü r == a, a donc pour mesure 

Cette integrale se ramfene ä Yintdgrale elliptique de premiere espece 
{n9 298) en posant r = a cos <f ; il vient ainsi 

r^ sinfdcp rcp df JL C^ ^?_ 

z 

Donc s ^ r- F ( r ^,^y 

V2 VV2^/ 

297. Reotifioation des oourbes gauohes. Ezemple. — Lorsque les 
coordonnees rectangulaires x, tj, z d'un point de !a courbe sont 



— 303 — 

considör^es comme fonctions de t, la longueur de Tarc AB, compris 
enlre les points dont les parainötres sont a et fr, a pour mesure 

s= { dt \lx'^ + »'* + ä^ 

ja 

Comme exemple, considörons l'intersection des deux cylindres : 

a' -|r=l. ^ = 21" +« ;• 
Prenons x comme variable. On tire de la premiäre äquation 

y^~\x^ — a*, y' ^ 



a ' a\Jx^ — a^ 

et de la seconde 

X + Vx« — a« ^, ö 

a 



. = «Log , *' = v^^^' 



s 



Comptons l'arc ä partir du point oü x » a ; il viendra 



EXERCICES. 

1. EpicycloUies, — Les equations de repicycloide sont (Exercice 5, 
p. 298) : 



Od en tire 



— ^2q{l+q) sin ^ 



L'arc compt6 a partir du point de rebroussement oü = 0, sera 

Toutefois, comme Telöment ds doit §tre positif, cetta formule n'est ap- 
plicable que si varie de a 2ir. Si 6 = 27Cy on obtient le pörimMre d'une 
arcade entiere 

S^4aq(l + q)^^(a + b). 

L'arc d'6picycloide s*exprime alg^biiquement en fonction du rayon 
vecteur r. On a, en effet, 

r« = a?»+y* = (l + 2(/)«-4^ (1 + g) co8«| 


d*oü Ton tire cos ^ et, par suite s en fonction de r. 

4V 
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£n changeant q en — q dans les formules precMentes, on obtient des 
resultats correspondants pour YhypocycUMe, 

Les i^ectifications de La cardioi'de (Exercice 6, p^ 237) et de Vastrotde 
(Exercice 3, p. 255) sont des cas partlculiers des prec6dentes. 

2. CissoUie (Exercice 2, p. 236). 

r = 2a (sec 8 — cos 6) 
R. L*arc cornpt^ a partir du pole a pour valeur 



/•e , rVtg*ö + 4 t^dt 

5 = 2a tgOo?e Vtg«e 4-4=2a ^rUg 

Integration facile. 

3. Courbes gaiuihes. — Ares des deux courbes suivautes : 

a;* x^ ^ . y a . a + a? 

^ 2a oa^ a 4 a — x 

R. L'arc compte de l'origine a pour valeur s^x-\' z pour les deux 
courbes. 



3. Döflnitlons analytiques les plus gönörales 
des courbes contlnues, fermöes, rectlflables, quarrables. 
Fonctlons k Variation bornöe. Integrales curvllignes. 

298. Functions a Variation bomee. — Soient y=^f[x) une fonction 
de X bomee dans Tintervalle (a, b) et X un point de cette intervalle. 
I>onnons a x une suite de valeurs croissantes x^ =» a, a?e,... a;„, 
ÄJn+i = X ; soient t/,, J/g,... .Vn+i = Y les valeurs correspondantes de y ; 
faisons la somme des difierences successives de j/ ; il viendra 

n 
1 

p designant la somme des differences positives et — n celle des diffe- 
rences negatives. D^signons encore par t la somme des diiferences abso- 
lues ; nous aurons 



ll) £ (t/Ä+i — t/Ä ) = Y — j/, =zp — n, 



71 



(2) ^ = S I j/ä+1 — 3/ft \=p-\-n. 

i 

Les valeurs extremes a et X restant fixes, les trois sommes p, n, t 
dependent encore du nombre et de la position des valeurs intermediaires. 
Faisonavarier ccs deux elements de toutes les manieres possibles; sil'une 
des trois sommes est bornee, les deux autres sommes le seront aussi, en 
vertu des equations (1) et (2). Quand il en sera ainsi, nous dirons que 
y est une fonction ä Variation bornee entre a et X. (C. Jordan.) 

Dans cette Hypothese, on peut clioisir successivement les points inter- 
mediaires de maniöre que p s*approche indeflniment de sa limite sup^ 
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rieure P. Les equations (1) et (2) montrent que n et t tendront en meine 
temps vers leurs limites sup6rieures N et T ei ces 6quations elles-memes 
deviendront, a la limite, 

Y — Ji-P — N, T = P + N. 

Nous allons faire connaitre maintenant quelques propri^tis impor- 
tantes des sommes p, n, t et de leurs limites dup6rieures P, N et T. 

1° Si Von aioute une nouvelle valeur intermädiaire i entre Xk, et a?^^.!, 
la somme i peut atigmenier mais non d^croitre ; eile augmente (Tail- 
leurs au maximum du double de Coscillation de y dans VirUervaUe 

Soit T) la valeur de y au point l ; l'adjonction de ce point remplace dan.s t 
le terme unique | j/^+i — yn. \ P&i* deux autres, dont la somme est au 
moins egale, | y^-j_, — »i | + | »i — J/ä |. D'autre part, chacun de ces nou- 
veaux termes est au plus 6gal a l'oscillation de y entre xji et a^A+i. 
Donc t ne peut croiti'e de plus du double de cette liraite. 

2® Si y est continue^ les sommes jo, n, t ont respecHvement P, N e< T 
pour limites quand les valeurs intermädiaires de x se rapprochent indd- 
finiment les unes des auires. 

Le theoreme vrai pour une des trois sommes le sera pour les deux 
autres. Demontrons-le pour t seulement. 

Pour cela, il faut montrer que la somme t relative ä un Systeme S de 
points interm^diaires surpasse T — 26, quelque petit que soit le nombre 
positif donnö 2e, pourvu que les intervalles de ces points soient assez 
petits. 

On peut d*abord, par definitionde T, trouver un Systeme de points S'tel 
que la somme corrcspoudante t* veritie la condition ^ > T — e. iSoit v le 
nombre des points de S'. Je dis que le Systeme de points S fournira uue 
somme ^ > T — 2e, pourvu que ses intervalles soient tous införieurs 
ä 6 : 2v. 

Considerons, en effet, un troisieme Systeme de points S",form6 de la 
r^union de ceux de S et S", et soit t^^ la somme correspondante. Comme 
il faut ajouter v points au plus pour passer de S ä S'\ il faut v accroisse- 
ments au plus, tous moindres que & : v (propriete 1®), pour passer de ^ a t'\ 
On a donc ^ + e > ^'. Mais, d'autre part, S'^se forme aussi par l'adjonc- 
tion de nouveauz points a S'. Donc ^" > ^' et a fortiori ^' > T — e. 
Nous obtenons donc Tinögalitö a d^montrer ^ + e > T — «. 

30 Si la fonction y est d Variation bomäe dans VintervaUe (a, 6), eile 
est de m6me nature dans taute portion (a, X) de cel intei^alle et les 
quantitäs P, N, T sont des fonctions stationnaires ou croissantes de X. 

Donnons a x une suite de valeurs interm^diaires entre a et 6 et pre- 
nons X au nombre de ces valeurs. Considerons la suite des valeurs cor- 
respondantes de j^. La somme des diff<irences absolues de ces valeurs 

20 
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entre a et X sera moindre que la somme analogue entre a et h. Donc, si 
cette derniöre a une limite, la premiöre en a une aussi et y est ä Varia- 
tion bornee dans rintervalle (a, X). Le memc raisonnoment prbuve que T, 
qui est la limite de la somme prec^dente, ne peut pas diminuer quand X 
augmente. La demonstratio!! est analogue pour P et N. 

4° Si la fbnction d Variation bornäe y est^ en outre, continue dans 
rintervalle (a, 6), P, N e^ T sont aitssi fonctions continices de X dans le 
m^me Intervalle. 

II suffit de prouver le theoreme pour T. 

Considerons le sjstöme de valeurs : a7j =a, ajg,... Xn^i = b ; soit T» 
la valeur de T pour X = a?^ et posons 

i 

U = ^ (yh+i — Vh)' 

Ghacune des quantites ^ a pour limite T^ quand les valeurs interme- 
diaii*es se rapprochent ind^finiment. On peut d'abord les supposer suffi- 
samment rapprochees pour que la diffi^rence entre t^ et sa limite Tn soit 
< e. La diff^rence entre tf et T< ne peut etre plus grande, si i est < n, 
car ^nsubit les memes accroissements que ti quand on ajoute de nouvelles 
valeurs entre a et x^ • On a donc 

Mais on peut aussi supposer les valeurs de x suffisamment voisines 
pour que les differences successives de y soient toutes < e, car cette fonc- 
tion est continue par hjpothdse.OnauradonCydanscecas, T^+i — T,- <2£. 
L'oscillation de la fonction croissante T dans rintervalle {Xi^ ^i^i) est 
precisement T^+i — Tf. On peut donc rendre cette oscillation aussi 
petite qu'on veut dans tous les intervtiUes ä la fois, ce qui n'est possible 
que si T est continue. 

299. Proprietes des fonctions ä Variation bornee. — L Une fimction 
ä Variation bornöe y est la diffärence de d^ux fonctions bomäes^ positives 
et essentiellement croissantes dans rintervalle (a, b) et, de plus^ conti- 
nices si y est continue. R^ciproquement, la di/fdrence de deux fonctions 
bomees et non däcroissantes est une fonction d Variation bornäe, 

Nous avons vu que, Y 6tant la valeur de y au point X, on a 

Y = (i/, +Pi-N. 

Donc Y est la difference de deux fonctions de X bomees et non decrois- 
sautes. Ces fonctions sont, de plus, continues si y est continue (n^ 298). 
On peut faire en sorte que ces deux fonctions soient positives et essentielle- 
ment croissantes ; il suifit, en effet, d'ajouter aux deux termes de cette 
difference une meme quantit^ croissante et suffisamment grande, par 
exemple 

\y,\ +(X-a). 
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Reciproquement, si z ei u sont deux fonctions de x born^es et non 
d^croissanteSy la fonction z — u est ä variatioD born6e. En effet, la diife- 
rence des valeurs de ^ — u pour deux valeurs Xa et ^a + 1 ^^ ^ ^^^ ^^ 
plus egale a la somme des accroissements de ^ et de i^ dans cet Inter- 
valle. Donc la somme de toutes ces diff^rences entre deux valeurs 
extremes de x ne peut surpasser la somme des accroissements de z et 
de u entre les mdmes Valeurs et ^ — u est ä Variation bornöe. 

II. La somme, la diffärence et le produit de denx fonctions d Varia- 
tion bomee sont des fonctions de m^me nature. Vinverse i : y cTune 
fonction d Variation homäe sera aussi de m^me nature, pourvu que \ y \ 
reste supärieur d un nombre positif fiwe. 

La promi^re partie se demontre imm^diatement en considerant les 
deux fonctions y et y^ comme les di£r(&rences z — u ei z' — u' de deux 
fonctions non decroissantes. On a, en effet, 

y+y' = {^ + z')-{u+u'), y-y' = (z+u^)-(u+%'), 

yy' = [zz^ + Wm') — (zu^ + uz'). 

La derniere partie se verifie aussi facilement, en observant que, si | j/ | 
est > fjL, la somme 



^-I: 



1 1 



y* + 1 yh 



==s 






reste toi\jours sup^rieure a un nombre fixe. 

III. üne fonction est int^grable dans tout intervalle oü eile est d 
Variation bomee. 

En effet, uno fonction non decroissante etant integrable (n® 234, III), 
une fonction ä Variation bomee est la differenco de deux fonctions inte- 
grables et est, par consequent, integrable. 

300. Lignes continiieB. Contours fermes (^). — Considerons deux fonc- 
tions continues de t 

el faisons varier ^ de ^j ä T, le point M (x, y) decrit une courbe plane 
continue t^ T. 

Si le point M revient ä son point de döpart pour ^ = T, la courbe est 
fenn^. Si a: et y ne reprennent le meme Systeme de valeurs que pour 
les valeurs extremes de t, la courbe ne se coupe pas elle-möme et nous 
ilirons qu'elle forme un contour ferme simple ou encore qu'eile est sans 
2>oint multiple. 

La distance d'un point fixe A {?, tj) au point M (x, y) d'une ligne 

(^) G*est M. G. Jordan qui a studio le premier les courbes au point de vue 
g^nöral oü nous nous pla^ons id (Cours (Tanalyse de VEcole Polytechniqut, 
1893). 
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continue est une fonction continue de i. Si le poiut A n'est pas sur la 

courbe, cette fonction ne s'annulera pas ; eile admettra un minimum 

different de z6ro qu'elle atteindra pour une certaine valeur de i et que 

nous appelleroDS la distance du point A d la courbe, 

Si le point A n*est pas tixe, mais seulement assigetti ä se trouver sur 

une courbe continue 5 = <l> (u), tj = W (m), la distance des points A et 

M est fonction continue de t, u. Si les courbes ne se rencontrent pas, le 

minimum de cette distance sera difTerent de zero et s'appellera la distance 

des deux courbes. 
> 

301. Nous nous proposons de demontrer les proprietes fondamentales 
des contours fermes. Pour cela, nous utiliserons un procede de d6mon- 
stration qui consiste a decomposer la courbe en trongons consecutifs, a 
couvrir la courbe d'un räseau d mailies rectangulaires et a former des 
cliainons sur les divers trongons comme nous allons Tindiquer. 

Une courbe continue t^ T etant donnee, ses coordonnees o; et y sont 
des fonctions limitees. On peut donc commencer par tracer un rectangle 
dont les cötes soient paralleles aux axes et qui contienne toute la courbe 
Sans la rencontrer. On d^compose ensuite ce rectangle lui-meme en 
parties aussi petites qu'on le veut en menant aux deux cjt6s des paral- 
leles sufSsamment rapproch^es. Le reseau est alors construit. 

Supposons qu'on partage la courbe t^ T en trongons par les points 
iiy ^2,... On peut supposer ces valeurs de ^ suffisamment voisines pour 
que la distance de deux points d'un meme trongon reste inferieure ä une 
limite donnee S. Construisons un reseau dont toutes les mailles aient leur 
diagonale inferieure a une seconde limite donn6e S' et considerons un 
trongon en particulier^ ^a ^Af i« Hachurons chaque maille rencontree par 
^e trongon. La region hachuree pourra presenter des vides, mais non bC 
composer de morceaux separes, car la courbe ^A^ft-f i etant continue ne 
pourrait sauter de Tun dans l'autre. Hachurons aussi les vides, s'il j en 
a. La region hachuree aura un contour polygonal exterieur sans points 
multiples, enveloppant le trongon ^a ^a-i- i sans le rencontrer, et dont tous 
les points seront a une distance du trongon moindre que S'. La portion 
du plan que nous venons d*hachurer constitue le chainon tfi tj^ ^ i, La 
distance de deux points appartenant au contour du chainon sera infe- 
rieure ä 5 + 2S'. U en sera de meme, par consequent, pour deux points 
quclconques du chainon. 

. Nous pouvons etablir maintenant les proprietes fondamentales des 
contours formes. 

302. Proprietes des contours fermes (^). — I. Etant donnä un contour 
fermd simple t^ T, on peut construire deux polygones fermäs^ sans point 

(^) Les th^or^mes I et II se trouvent dans le cours d'analyse de M. G. Jordan 
qui les a d^montrös le premier, mais par des considörations difT^rentes. 
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mtUtiple^ intärieurs Fun d Vautre^ tels que la courbe soit renfei*mäe tout' 
enti^e dans la rägion annulaire comprise entre eux, que tout point de 
la rägion annulaire soit d une distance moindre que t de la c&urbe et 
tout point de la courbe d une distance moindre que e de chacun des 
deux contours polygonatuß. 

Soient ^ et V deux nombres positifs verifiant la conditioa o -f- 2S' < e. 
Decomposons par les points t^^t^,,.Aß eontour en tron^ons consecutifs sur 
chacun desquels l'^cart de deux points reste inferleur ä S. Soit A la plus 

« 

petite des distances de deux trouQons non consecutifs. Gonstruisoas un 
r^seau dont les mailies aient une diagonale a la fois plus petite que o' et 
que A : 4 et formons, sar chacun des tron^ons de la courbe, le chainon 
correspondant, comme il a ete expliqu6 ci-dessus. Ces chainons auront 
toutes leurs dimeusions inferieures ä S -|- 2^' » e. D'autre part, comme 
le bord d'un chainon reste a une distance moindre que A : 4, du trouQon 
correspondant^ deux chainons non consecutifs ne peuvent se toucher. 
Gonsiderons, au contraire, les points t^^ t^^.., communs ä deux chainons 
consecutifs comme des points de soudure^ Tensemble des chainons for- 
mera une chaine ferm6e^ enveloppant une rägion determinee du plan. 

Tragens, dans le plan, les contours de tous les chainons. Geux-ci de- 
composeront le plan en un certain nombre de regions : une region unique 
ewtMeure d la chaine ; une region unique intärieure d la chaine ; enfin, 
un nombre plus ou moins grand de regions limitees par les contours de 
deux chainons consecutifs seulement. Nous reunirons toutes celles-ci en 
une seule que nous appellerons Vanneau. Get anneau sera limite par deux 
contours polygonaux P et P\ sans point multiple, qui repondent ä la 
question. 

En effel, tout point de la courbe, tombant dans un chainon de dimeu- 
sions moindres que e, est a une distance moindre que s des deux contours 
P et P', qui empruntent tous deux le eontour du chainon. II reste donc 
seulement ä demontrer que tout point m de r anneau est aussi a une 
distance moindre que c de la courbe. Pour cela^ nous observons que le 
point m se trouve dans une region R limitöe par les contours de deux 
chainons consecutifs. Soit t^^ le point de soudure de ces deux chainons ; 
la droite ^^m sortira de la r6gion R au dela du point m, mais en un 
point d'un des deux chainons, donc ä une distance <e du point t^^, Donc 
m e^ia fortiori a une distance < e du point tj^ de la courbe. 

II. Tout eontour fermö simple däcompose le plan en deux regions 
Vune intärieure et Vautre eivtärieure d la courbe. 

Soient p un point non situe sur la courbe, $ sa distance ä la courbe. 
Gonstruisons un anneau dont tous les points soient k une distance de la 
courbe moindre que S ; le point p tombera ä Tinterieur ou a Texterieur 
de l'anneau. Nous dirons dans le premier cas qu'il est int^rieur d la 
courbe^ dans le second qu*il est ewtMeur. 

Getto distinction ne dopend aucunement de la maniere de construire 
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l'anneau, mais correspond a des propri^tes distinctives par rapport ä la 
courbe. 

Ed effet, si le point p est ezterieur a Tanneau, il est possible de tracer 
une ligne polygonale partant de p et s'eloignant a Tinfini sans roDcontrer 
la courbe. 

Cette possibilite disparait des que le point est interieur a l'anneau. £n 
effet, toute ligne polygonale allant dep ;i Tinfini doit scinder la chaine et, 
par cons6quent, couper un chsdnon en deux, par exemple t^ t^, entre ses 
deux points de soudures t^ et t^. Le trongon t^ ^., qui est situe tout en- 
tier dans ce chainon, passe donc d'un morceau dans Tautre et doit ren- 
contrer la coupure. 

L'ensemble des points int^rieurs et Tensemble des points exterieurs 
constituent respectivement les rägions intärieure etexiärieure klRcoxkThe. 
La region intärieure ne peut pas se r6duire ä zero, car eile contient 
au moins une maille du reseau qui a servi a construire la chaine. Enfin, 
deux points Interieurs ou deux points exterieurs peuvent toi\jours etre 
reunis par une ligne polygonale qui ne rencontre pas la courbe, car on 
peut construire un anneau contenant les deux points et une ligne qui les 
reunit sans rencontrer Tanneau . 

Suivant que t varie de ^^ ä T ou de T ä ti le contour forme est par- 
couru dans deux sens opposes. Nous appellerons sens e(tr^c^celui qui 
laisse a gauche l'int^rieur de Tanneau et nous dirons qu'il laisse a gauche 
rint6rieur de la courbe. L'autre sera le sens retrograde, 

HI. Un contour fermä simple etant partagä en plus de irois trongons 
consecuäfSj on peut y inscrire un polygone fermä^ sans point mutti" 
ple^ tel que les sommets se suivent dans le m&me ordre sur la courbe que 
sur le polygone et qu'il y ait au moins un sommet sur cluique trongon. 

('Onstruisons un reseau asscz serre pour qu'une memo maille ne puisse 
s'etendre sur deux trongons non consecutifs. Comme on peut d6crire 
toutes les parties du contour situees dans uno meme maille, en parcour 
rant deux trongons consäcutifs seulement dans le sens direct, on peut 
assigner, saus ambiguite, pour chaque maille tt?^ rencontr^e par le con- 
tour, un premier point d'entr^e E^ et un dernier point de sortie Sa . 

L'indice 1 6tant attribue arbitrairement a une premiere maille m^, 
donnons Tindice 2 ä celle oü le contour penetre au point Sj, puis Tin- 
dice 3 a celle oü il p6netre au point S^, et aiusi de suite. Consid^rons la 
suite des mailles m^, m^,,,. numerotees de la sorte. Le nombre des 
mailles du reseau etant limite, il y a une premiere maille qui se repro- 
duira dans la serie. Comme on peut recommencer le numerotage en par- 
tant de celle-la, nous supposeions que ce soit la maille m^ et qu'elle se 
reproduise pour la premiere fois a Tindicc n -\- \. Construisons le poly- 
gone SiSg... SnS^; ce polygone repondra a la question. 

En effet, les cöt^s de ce polygone tombent successivement dans les 
mailles difförentes m^, m3,...mn, m^ et ne peuvent se couper. Deux 
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sommets consecutifs Sa ot Sa+i, etant sur la courbe Eh-^-i S^+i se suivent 
dans le sens direct sur un m§ine trongon ou sur deux trongons consecu- 
tifs. Donc, en parcourant la s6rie des sommets Si, S^,..., on parcourt 
successivement les trongons dans le m^me sens, sans en sauter aucun, et, 
comme on revient au point de d6part, on les parcourt tous. 

Remarque. — II r^sulte du theoreme prec6dent que Ton peut iiiscrire, 
autour d'un contour ferme simple, un poljgone sans point multiple 
dont les cötes soient aussi petits qu'on le veut. II sufiit pour cela de 
decomposer pr^alablement le contour en trongons, par des valeurs assez 
rapprochees de t pour que l'ecart de deux poiots, situ6s sur deux tron- 
Qons consecutifs, ne surpasse pas la limite youlue. 

303. ConrbeB rectiflables. — Consid^rons une courbe continue, 
definie par les deux equations 

Donnons a t une suite de valeurs t^, t^^ ... tn^ tn-H == T. Soient, en 
general, a?<, yt les valeurs de ö?, y pour t = U, Le perimetrep du poly- 
gone inscrit, ajant ces points pour sommets, sera 

Faisons tendre vers z6ro les amplitudes de tous les intervalles 
[tij^i — ti\. Si le perimetre du poljgone ainsi construit tend vers une 
limite determinee et constante, quel que soit le mode de subdivision de 
Tintervalle {t^y T) en parties infiniment potites, nous dirons que Tarc 
correspondant de la courbe est rectifiahle et que la longueur de Varc 
est egale ä cette limite. 

Pour que cette limite existe, il faut d'abord que le perimetre consi- 

d^re ne croisse pas indefiniment. Or le cote U ^4.1 est au moins egal a 

I XiJ\^i — ä?^ I et a I j/i-i-i — yi\y -mais ne peut surpasser la somme de 

ces quantites. Pour que le perimetre reste fini, il est donc necessaire et 

süffisant que les deux sommes 

VL 

\yi^i—yi\ 

soient limit6es et, par suite, que ^ [t] et ^ [t) soient des fonctions a 
Variation bornee dans l'intervalle (^1, T). 

Cette condition necessaire pour que Tarc soit rectifiable est aussi 
süffisante. En effet, supposons qu'elle soit verifiee. Nous pourron» 
designer par L la limite superieure des perimetres de tous les poljgones 
possibles et nous allons montrer que le perimetre du poljgone 
^1 ^2 ... ^n-fi "^ tend vers L quand Tamplitude de tous les intervalles 
tend vers zero. 

Pour etablir ce theoreme, il suffit d'observer que le perimetre p reste 
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stationnaire ou augmento quand on intercale un nouveau sommet entre 
ifibi ^A+i inais que cette augmentation, ne pouvant surpasser la somme 
des deux nouveaux cötes, est inferieure au double de la somme des 
oscillatioQS de ^ et de y dans rintervalle (tn^ t^^i) . 

Cette remarque est entidrement analogue a celle qui a ^te faite au 
n® 298 (1*^) et sur laquelle repose la d^monstration de la propriet^ (2^). 
Donc en raisonnant^ dans le cas present, sur p et L comme nous avons 
raisonn6 la pour prouver que t a pour limite T, nous en concluons que 
p a pour limite L. Nous pouvons donc 6noncer le theoreme suivant de 
M. C. Jordan : 

La condition näcessaire et süffisante pour qvüune courbe^ dont les 
coordonnäes sont exprimäes en flmction de ty soit rectifiable^ est que 
ces coordonnäes x et y soient des fonctions contmues de t ä Variation 
bomäe. 

Les propri6t6s fondamentales de l'arc d*une courbe rectifiable sont les 
suivantes : 

1® Si Von partage un arc en plusieurs parties, la longu^eur totale est 
ögale d la somme des longtteurs de chaque partie, 

C'est ce que montre immediatement la considöration des polygones 
inscrits dans chacune des parties et dont Tensümble est inscrit dans Tarc 
total. 

2^ La longueur s d*un arc comptä d'un point fixe t^ d un point 
mobile t est une fonction conHnue et croissante de t, 

L'arc varie en croissant a cause de la propriöte precedente et sa oon- 
tinuite se prouve comme celle de la fonction T consider^e au n® 298 (4'^). 

3** Donc t est, räciproquement^ une fonction continue et croissante 
de s. Les coordonnäes x et y, qui sont fbnctions continues de t^peuvent 
donc toujours ^tre considöräes comme fbnctions continues de s. 

4^ Si X ety ont des därivdes continues x' et y\ s a atcssi une däriväe 
contintce. 

Soient ^ et ^ + ^^ deux valeurs de t, iks Tarc compris entre elles. 
Dösignons par M et m les limites supericure et inferieure de x dans 
rintervalle A^, par M^ et m^ les limites analogues pour y'^. Inscrivons 
dans Tarc As le poljgone ajant pour sommets les points t, ... tf, ti^i ... 
t -f- äkt, Le c6te quelconque ^ ti^i qui a pour mesure 



\(Xi^i — a?^ )« + (y^+i — yi )* 

est, en vertu de la formule des accroissements finis, compris entre les 
limites 

"^m + m, (ti^i — ti), VM + M, (<^fi — ti) 
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Donc le p^rimetre total et, par cons6quent, sa limite A^ seront com* 
pris entre los deuz quantites ^ 

Vm + mi M, Vm + Mi M. 

On en conclut que le quotient A« : ^t est compris entre les deux 
radicaux \ m -{- mi ei^ M -[- Mi qui ont tous deux la mSme limite 
quand A^ tend vcrs z^ro. II vient donc, ä la limite, 

-^ = lim Vw + Wi = Va?'* + y'S 
ce qui est la formule connue. 

Nous avons considere jusqu'ici une courbe plane, mais ces considera- 
tions s'etendent d'elles-memes a une courbe de Tespace. II y a seulement 
une coordonu6e en plus. 

304. Integralef ourvilignes. — Considörons les 6quations d'une ligne 
continuc 

et supposons que le point {x, y) decrive un arc L de cette ligne quand t 
croit de ^j aT. Soit P {x. y} une fonction continue des deux variables cd et y. 
Decomposons Tintervalle ^jT par les points ^i, ^2,.-. ^a,,.-- ^n+i == Tet soit 
0^ un point arbitraire de l'intervalle tf ti^i . D6signons, en g6n6ral, paro?/, yt 
et ii^ i\i les valeurs de x, y aux points tf et 6^. Formens alors la somme 
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SP ($rf. T)i) (XiJL^ —Xi). 

1 

Si cette somme tend vers une limite determinee quand les valeurs 
successires de i sont infiniment voisines, c'est-ä-dire quand les points 
succesaifs (a/, yt) se rapprochent indefiniment les uns des autres, cette 
limite s'appelle Tintegrale du Pdx prise le long de la courbe L dans le 
sens ^jT, et se d6signe par le sjmbole 



I 



P (x, y) dx. 

Cette expression est une integrale curoiligne, Lorsqu'elle a un sens, 
on dit que la fonction Vdx est inUgrdble le long de la ligne L. On a le 
thtoröme fondamental suivant : 

La fonction Pdx est intägrable sur toiUe ligne continue, dont 
Fabscisse X = f (t) est une fonction d Variation homäe^ et dans ce cas^ 
tintägrale effectuäe sur cette ligne se ram^ne ä des integrales däfinies 
ordinaires. 

Nous pouTons poser x = u — z, u ei z designant deux fonctions con- 
tinues de ^, essentiellement croissantes (n^ 299) et qui varient de u^ k ü 
et de 2} ä Z quand ^varie de t^ k T. Mais alors t est, röciproquement, une 
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fonction conti nue constamment croissante de u entre t^^ et U, et aussi 
une fonction continue constamment croissante de z entre Zy^ et Z. 
Donc P, qui est fonction continue de t^ peut etre aussi consideree soit 
comme fonction continue de u soit oomme fonction continue de z, 
Soient t^, zi les valeurs de u^ z au point U ; il viendra 

Si Ton prend u comme variable dan« la premidre somme du second 
membre, et z comme variable dans la se^onde, chacune de ces deux 
sommes a pour limite une integrale definie ordinaire. Passons donc a la 
limite dans cette 6quation ; nous obtenons la formule 



rPrfa?= fprfw— ?'^dz. 



L'integrale curviligne J Q ^y se definit d*une manidre toute semblable 
a Celle de P dx, L'int6grale de la forme plus generale 



J|^(P ote + Q 6?2/) 



est, par d6finition, la somme des deux prec^dentes. Celle-ci aura donc 
toi^jours une valeur bien determinee si les fonctions x ^\y sont ä Varia- 
tion born6e, c'est-ä-dire si la ligne d^inUgraüon est rectifiahle, 

305. Contours fermes qnarrables« — Considerons un contour ferme 
simple C. Tragens un rectangle contenant ce contour et couvrons lo 
d'un r6seau ä mailies rectangulaires, comme on l'a explique precedem- 
ment (n» 301). Soient S^ la somme des aires des mailles qui ne contiennent 
que des points int^rieurs k la courbe et S^ la möme somme augmont^e de 
toutes les mailles rencontr6es par la courbe. Si ces deux sommes Sj et 
Sg tendent vers une mdme limite S quand les mailles du reseau d6- 
croissent ind^finiment, on dit que le contour, ou que Taire int6rieure au 
contour, est quarrahle et que cette aire a pour valeur S. 

Cette definition {}) est conforme ä Tidee que nous nous faisons d'uneaire 
plane. £n effet, la somme S| ne contenant que des points Interieurs doit 
dtre consideree comme une limite inf^rieure de l'aire interieure, d'autre 
part, tout point interieur se trouvant dans Sg, on doit regarder S2 comme 
une limite sup^rieure de Faire. 

De lä le tböoreme suivant : 

I. La condiiion näcessaire et süffisante pour que Vaire intärieure ä 
un contour fermä soit quarrahle ^ est que la somme des mailles du räseau 
renconträes par le contour ait pour limite zärOy qicand toutes ces mailles 
däcroisseni ind^finiment, 

(^) La notion d'aire peut encore se göneraliser davantage, mals il faut la 
rattacher ä la theorie des integrales doubles qui sera exposöe dans le second 
volume. 
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Cette condition peut Stre remplacee par la suivante : 

II. Pour qv£ Vaire comprise dans un contour fermä soit qiuirahle, il 
est näcessaire et süffisant qtce Von puisse construire sur ce contour un 
anneau (n® 302) dont faire soit aussi petite que Von veut, 

£n eflet, si Ton construit un reseau R, toutes les mailles rencontrees 
par la courbe fönt partie de Tanneau construit avec ce reseau. Si Faire 
de Tanneau tend vers zero, la somme de ces mailles tendra donc aussi 
vers zero. 

D*autre part, Tensemble des mailles rencontrees par la courbe forme 
une r^gion d*un seul morceau pouvant präsenter den vides. Soit B la 
plus petite distance de sa frontiere a la courbe. Tout anneau dont les 
points seront ä une distance < S de la courbe, sera tout entier dans cette 
rogiou. Donc si Faire de cette rcgion peut etre suppos6e arbitrairement 
petite, on peut aussi construire un anneau d*une aire arbitrairement 
petite. 

III. Tout contour fermä simple a? = <p (<), j/ = <J/ (^), sera quarrable 
si Vune de ces deux fonctions x ouy detest d Variation b07*nde. 

Soit ^jT Fintervalle dans lequel t decrit la courbe. D6composons-l6 
par les points <,, t^.,, tn^i = T. Soient u et m les oscillations dexety 
dans Fintervalle t^ tf^i, Le trongon ti tf.^i de la courbe peut etre inscrit 
dans un rectangle de cotes s/ et r^t . Par consequent, quand les mailles 
tendront vers zero, la somme de celles qui rencontrent ce tron^on aura 
une limite egale ou inferieure au produit e^ r^ qui mesure ce rectangle, 
La somme des mailles qui rencontrent le contour propos^ s donc une 
limite inferieure ä ££^ r\i . Si x^ par exemple, est a Variation born6e, 
X est la difference de deux fonctions non decroissantes, uetz, qui varient 
de t£i ä U et de ^j ä Z dans Fintervalle ^iT. Soit r^ la plus grande des 
quantites ri^ . On aura 

S Si Tii < TJ 2 e^ < TJ [U — w, + Z — z^] 

La somme des mailles rencontrees par la courbe a donc une limite 
inferieure a cette derniere quantite. Celle-ci peut etre rendue plus petite 
que toute quantite donn6e, car t^ peut Stre suppos6 aussi petit qu'on veut 
en rapprochant sufflsamment les valeurs interm6diaires de t, Donc la 
somme des mailles du reseau rencontrees par la courbe a pour limite 
z6ro. 

On conclut, comme cas particulier, de ce theoreme que toute courbe 
fermäe recüfiable sera qzcarrcU^le^ puisque ses deux coordonnees seront 
des fonctions de ^ a Variation born^e. 

IV. Uaire intärieure ä un contour fermä simple et quarr cAle C peut 
s'exprimer par Vune des trois intägrales curvilignes suivantes : 

I xdy, — j ydx, j\ [xdy — ydx). 
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effectuäe sur le contour C dans le sens direct, pourvu toutefbis que cette 
integrale soit däterminäe. Cette condition sera cTaüleurs remplie paur 
la premUre si y est une fbnction de t d Variation bornäe, pour la 
seconde si w est ä Variation bomäe^ et pour toutes les trois si la courbe 
est rectifiable. 

Consid^roDs d'abord la seconde des integrales piopos6es. 

Construisons un anneau (n° 302) dont tous les points soient a une 
distance de la courbe moindre que S. Inscrivons ensuite tout autour de 
la courbe C un poljgone, sans point multiple, dont tous les cötes 
soient assez petita pour ne pas sortir de Tanneau (n^ 302). La courbe et 
le polygone etant tous deux sur Tanneau, la difference des aires inte- 
rieures a Tun et a l'autre sera plus petite que celle de l'anneau. Le con- 
tour etant quarrable, on peut faire tendre cette derniere vers zero. L'aire 
interieure au contour sera donc la limite de Faire Interieure au polygone 
inscrit. 

Soient (a?j, y{)^ [x^^ J/s)»*«- ^^^ sommets consecutifs du poljgone. 
L'aire S' du polygone se mesure par Tintegrale de ydw effectuee dans le 
sens retrograde sur le contour polygonal (n® 291), ce qui revient a faire la 
quadrature d*une somme de trapezes. II vient ainsi 

S' = I S (j/ä-hi + Vk ) (^A+l — «A ). 

Quand les sommets consecutifs se rapprocbent indefiniment, cbacune des 
deux sommes S y^^^ (37^+1 — a?Ä ) e* ^Vk {^A-f 1 — ^a ) a pour limite 
rintegrale de ydx efiectuee dans le sens retrograde sur le contour C, 
qui est determinee par Ljpoth^se. Donc la seconde integrale proposee 
dans le theoreme mesure Taire int6rieure au contour. 

On prouve de mdme que Taire interieure au contour s'exprime par lapre- 
miere integrale pourvu que celle-ci ait un sens. Eniin, si Taire peut s'ex- 
primer par les deux premieres integrales, eile s'exprimera aussi par leur 
demi-somme, ce qui acheve la demonstration du th6oreme. 

§ 4. Volume d'un solide. Aire d'une surface 

de rövolution. 

306. Yolumes qui dependent d'une quadrature. — La dößnition des 
volumes se rattache ä la th^orie des integrales multiples et sera ex- 
pos^e dans la seconde partie du cours. Nous n'ötudions ici qu'un 
cas particulier. Considörons une surface dont les sections, paralleles 
ä un plan fixe, soient des courbes fermöes et supposons que Taire d'une 
section soit une fonction continue ^[x] de la distance x du plan 
s^cant au plan fixe. Limitons un solide ä Tint^rieur de la surface, en 
menant deux plans söcants exlrfimes aux distances x^ et X du plan 
fixe. 
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Pour döfinir le volume du solide compris cntre la surface et ces 
deux plans, däcomposons ce solide en tranches par les plans consöcu- 
tifsx,, Xg,... Xnt Xni-i = X. SubsUtuons ä chacune des tranches, un 
cylindre ayant meme base <p(xa) et mfime hauteur (xa+i — Xfi) etfai- 
sons la somme de tous ces cylindres. Getto somme sera 

n 

I><f(Xh)(Xh^i—Xfi). 
1 

Faisons döcroitre d'une mani^re quelconque rdpaisseur de toute 
les tranches, la somme pr^cädente aura une limite dötermin^e, toujours 
la mäme, que Ton appelle le volume du solide. Getto limite est, en 
efTet, par d^finition, Tintegrale däfinie 

•x 

<f{x)dx. 






Getto forraule donne le volume compris entre les plans x^ et X. 
Si Ton veut calculer le volume V compris entre les plans x^ et x, il 
faudra so servir de la formule 

(1) V « r ^[x)dx, 

Quand la fonction (p(j;) est connue, cette formule ramfene ä une 
simple Integration la dötermination du volume V. 

tjA «yf »rt 

307. Ezemples. — I. Ellipsoide '- —^ + -^-\ — ^== l.Cherchonsle 
volume compris entre deux plans perpendiculaires ä Taxe des x, La 
section par un plan x quelconque est une ellipse dont les demi-axes 
ont pour expressions 



V^-f' V 



Donc, d'aprfes la valeur connue de Taire de Tellipse (n^ 288), nous 
aurons 

Le volume, compris entre les plans et x, sera 

Si o: = a, on oblient la moitiö du volume de Tellipsoide; le volume 

4 2 

total sera donc ^izabc. Ge volume vaut les ^ du cylindre qui a une 

des sections axiales de Tellipsoide pour base et Taxe normal ä cette 
section pour hauteur, cylindre qui peut 6tre circonscrit ä Tellipsoide. 
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t/t 2* 
II. Paraboloide elHptique : ~^-]-—^ = ix. La section faite par le 

plan X est une ellipse dont les demi-axes sont b V2^ et c Väi, et 
I'aire inbcx. Le volume du segment dötachä du paraboloide par un 
plan X normal ä Taxe, est donc 



= Sirfrc ( i 



xdx = nbcx'. 



C*est la moitiö de celui du cylindre qui a meme base et meme hau- 
teur que le segment du paraboloide. 

308. Solides de revolution. — L'aire qui a ^tä d^sign^e par cp(x) s*ob- 
tient imm^diatement dans le cas tr^s etendu des solides de revolution 
autour de Taxe des x. Soit f[x) une fonclion continue et y = f{x) 
r^quation d*une courbe en coordonn^es rectangulaires. En tournant 
autour de Taxe OX, cette courbe engendre une surface de revolution. 
La section faite par le plan x est un cercle de rayon j/. Donc 
^(x) =^ ui/*. Le volume V du segment compris entre les plans x^ et x*, 
sera donnä par la formule 



(2) 



J^x rx 

y^dx = ir f[xfdx. 
Xq Jxq 



Cette formule s'applique aussi au cas oü la courbe est döflnie par 
une reprösentation paräm^trique ou en coordonnöes polaires, 11 suffit 
d'exprimer y^dx en fonction de t ou en fonction de et de donner 
comme limites ä rintdgrale les valeurs limites de t ou de 0. 

L'aire qui engendre le volume de revolution peut aussi etre com- 
prise entre deux courbes 

Vi = fi (^), Vi = /« (^), (Vi < Vt)' 

Dans ce cas, le volume de revolution est la difference des volumes 
engendräs par les deux courbes. On aura donc 



(3) V = TT ^(yl - yl) dx. 



Plus genöralement, on peut chercher le volume engendre par la 
revolution de l'airß Interieure ä une courbe fermee C, entiferement 
situee au dessus de OX. Supposons que le contour C puisse se de- 
composer en un nombre limite d'arcs sur lesquels x varie toujours 
dans le mßme sens. En raisonnant comme au n*» 291, on verra que le 
volume de revolution peut s'exprimer par Tintegrale curviligne 
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(4) V = — TT ( y^dx, 

le contour C ötant parcouni dans le sens direct (^). 

309. Exemples de volumes de revolution. — I. Cycloide. Supposons 
que la rövolution se fasse autour de la base ; od aura 

y^dx = a« (1 — cos t)* dt. 

Le volume, engendrö par Tarc corapris entre Torigine et le point 
qui a pour paramfetre t, sera 

V = Tza^ (\^ — 3 cost + 3 cosH — cosH) dt 

^fbt , . , , 3 . , , , sin«A 

Si t = 2ir, on obtient le volume Sw^a^ engendr^ par l'arcade 
entifere. 

II Tore. Le tore est engendre par la revolution d'un cercle autour 
d'une droite. Considörons le cercle 

x^ + iy — cY^a^ 
dont r^quation donne deux valeurs pour y, savoir 



On en tire 

yl — yl = ic\Ja^ — x^. 

Faisons tourner le cercle autour de Taxe des a;, le volurae de la 
tranche du tore comprise entre les plans et x s'övalue par la formule 
(3). II vient 

V = 47CC r V«^ —x^dx = 27CC I x\/a^ -- a:« + «* arc sin-]. 

Si o; = a, on obtient la moitie du volume du tore. Le volume total 
sera donc ^Tz^ca^. 

310. Aire d'ime snrface de revolntion. — Gonsid^rons encore la 
surface engendröe par la revolution d*unecourberdc/i/SaW«quelconque 
autour de Taxe des x. Nous supposerons seulement que Tordonnäe 

(^) On peut encore g6n6raliser ee rösultat. En raisonnant, comme au n<* 305, 
on peut montrer que l'^guation (4) subsiste pourvu que le eontour G soit 
quarrable et que Tintögrale curviligne ait un sens. Geci aura toujours lieu si 
Je contour C, d^flni par les 6quations o? = ^ {t)^i/ = ^ (t), est rectiflable et, 
plus g^n^ralement, si a; seulement est k Variation born^e. 
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de la courbe soit positive. Prenons comme variable Tarc s de la courbe 
oomptö a partir d'une origine fixe. Les coordonn^es xeiy d'un point 
de la courbe seront des fonctioDs continues de s. 

Laire de la surface, engendröe par la portion de la courbe coro- 
prise entre deux points extremes, est, par döfinition, la limite de 
l'aire engendrie par la rivolutian d'un polygam insaii dant tous les 
cötes tendent vers %6ro (^). 

Soient «i et S les valeurs de s aux points extremes ; marquons sur 
la courbe une suite de points oü s prend les valeurs successives 9^ 
«ti....«ni «nfi = S. Soient Xi et yt les valeurs de « et y quand 
s = Si . Inscrivons un polygone ayant ces points pour sommets et 
soit Ci le cölö qui Joint [xt , yt) k (xt^i, yt+i)- Ce cötö engendre en 
tournant la surface laterale d'un tronc de cöne, laquelle a pour me- 
sure, d'aprös la geomötrie äl^mentaire. 

L'aire engendröe par le polygone entier s'obtient cn sommant 
toutes les expressions semblables ä la pr^cödente, ce qui peut s'^crire 
comme il suit : 



^^Pj+Ml (,,^._,, ) _2«Eyi+/- 



{Si^i — 8i) — Ci 



Considärons d'abord la seconde somme. Comme Ct est la corde de 
Tarc SiJ-i — Si , toutes les differences entre crochets sont positives. 
Donc, M ddsignant le maximum de y, cette seconde somme est 
moindre que 

2 ir M S [(«< 1 1 — s,) — c<] = 2 7c M [S — Si — i Ci] 



Comme Tarc S — «i est, par d^finition, la limite du pörimfetre S Cu 
cette expression tend vers zöro quand tous les cötös tendent vers 0. 

L'aire de la suriace de r^volution est donc ögale ä la limite de la 
premifere somme. Mais, la demi-somme de yt et y<^i ^tant une valeur 
moyenne de y dans Tintervalle («<, %i) de s, la premifere somme tend, 
par d^finition, vers une integrale döfinie, quand tous ces intervalles 
tendent vers zöro ; et Ton obtient, pour calculer Taire A de la 
surface, la formule 

(6) A = 2 t: (% ds. 

(^) La döflnition de Taire. d'une surface quelconque sera donnöe dans la 
seconde partie du cours. 
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Cette formule suppose seulement Tarc rectifiable. On peut en 
d^uire d'autres applicables aux divurs cas qui se rencontrent cn 
pratique et dans lesquels s n'est pas la variable indöpendante. Cos 
formules se d^uisent de )a pröcödente par un changement de 
variable, mais il faut des hypoth^ses plus restrictives. 

Suivant que la courbe sera d^finie par une repr^sentation param^- 
trique, par l'öquation y = f(x), ou en coordonnöes polaires, on 
aura, pourvu que les dii^vies reprisenties par x\ y^ et r' existent et 
soient cantinueSf 

ds = dt V o:" + y'* = dx VT+jT' = dOV r« + r^\ 
Prenant t, x ou ^ comme variable, on transformera donc, suivant 
le cas, la valeur (6) de A dans Tune des suivantes : 

inCyS/x^^ + y'Ut, 2ir fy Vl+J^ite, 2ir (\r sin 8) V r« + r" d6, 

les liroites se rapportant aux extr^mit^s de Tarc. Ce sont ces formules 
que Ton applique en pratique. 

311. Aire de Tellipsolde de rovointion. — - Nous prendrons pour 
variable l'angle f dejä considörö au n» 295. On a alors 

« = a sin ^, y = t cos (p, (fe = d ^ V ^* ^os* f +b^ sin* cp 

II y a deux cas ä distinguer suivant que Tellipsoide est de rövolu- 
tion autour du grand axe ou du petit. 

lo Ellipsaide surhauss^ (a > b). Soit e = (\/ a^ — ft«) : a Texcen- 
tricit^ absolue. Pour obtenir Taire totale de Tellipsoide, il faut doubler 
l'aire engendröe par Tarc ayant pour extrdmit^s cp = et ^ -^ « : 2. 
On aura, par la relation e sin ^ = sin t, 

TZ 

/•T in ab r^^ **'* ^ 

S-=inab I yi — e« sin* <p cos o d^ = | cos* t dt 

Ce rfeultat se simplifie par la relation V 1 — e* = fc : a ; il vient 



S = 2«[ft» + afc?i:^] 



** EUipsotde surbaissi (a < t). Soit t =^[\Jb^—a^):a; on aura 

IC 

S « 4 7c dt I V i + 1* sin* <p cos f d<p = 4 « oA ifc I \-tä + ^ df . 
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Getle intägrale a 6t6 calcul^e au n^ 294 ; il vient 

S = 27cai vqrpie + *- Log (jfc + VT+T^)] 

et, par la relation VT+TP = ft : a, 

Ces deux expressions donnent ä la limite Taire de la Sphäre en 
faisant tendre b vers a et, par consöquent, e et fc vers zöro. On 
trouve la valeur connue Ana^. 

EXERCICES. 

1. Calculer los volumes et les surfaces engendrees par les rövolutions : 

1® d'une chainette autour de sa baae ; 
2^ d*une spirale logarithmique autour de Taxe polaire ; 
3® de la cardioide : r » 2a (1 — cos 6) autour du m^me axe ; 
40 de la lemniscate : r' = a^co820 autour du m^me axe. 
Ces problemes conduisent ä des integrales qui s'efTectuent facilement 
sous forme finie. 

2. Volumes engendr^s par les r^volutions : 

1^ d'une Spirale d'Archimede autour de Taxe polaire ; 
2o d*une cissoide autour de son asymptote. 
Ces volumes se calculent 6galement sous forme finie. 

§ 6. Galcul des intögrales döflnles par approzimatlon. 

312. Principe de la methode. — Un grand nombre de problemes 
relatifs ä la m^canique, ä la physique et ä l'art de l'ingänieur con- 
duisent a des integrales d^finies gu'il est impossible d'obtenir rigou- 
reusement sous forme finie. Pour les calculer il faut recourir aux 
formules d'approxiination. Celles-ci sont d'autant plus avantageuses 
qu'elles exigent moins de calculs et comportent une exactitude plus 
grande. II en existe un grand nombre. Nous allons faire connaltre 
seulement les plus utiles et les plus ölämentaires. 

L'intögrale döfinie | f(x)dx, oü nous supposerons f(x) positif 

Ja 

et h > üy repr^sente, comme on Ta vu, Taire S Jimitäe par la 
courbe y = /'{a;), Taxe OX et les deux droites x=^a ^i x = h. Le 
probl&me d'^valuer cette aire est donc le m^mc que celui de calculer 
rint^gralc ; et, röciproquement, toute dätermination approch^e de 
l'aire S fournira une valeur approximative de Imtögrale. 
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313. Determination de limitae saperieores et inferienres d*nne inte- 
grale definie. — Nous supposerons que dans tout rintervalle (a, b) de 
l'intögration, la courbe y = f{x) tourne sa concavit^ dans le mSme 
sens. Si cette condition n'etait pas räalisäe, 11 faudrait commencer 
par d^composer Faire en plusieurs autres pour lesquelles ia condition 
aurait Heu. 

Nous supposerons, pour fixer les idöes, que la courbe tourne sa 
concaviti vers le bas. Dans Thypothfese inverse, Tordre des limites que 
nous allons obtenir serait interverti. Une limite superieure deviendrait 
une limite infärieure et r^ciproquement. 

deci posä, on peut, d'aprös M. Mansion, proc^der comme il suit 
pour enfermer Tintögrale entre des limites que Ton sait övaluer : 

On döcompose l'inler- 
valle (a, b) en un nombre 
pair 2n de parties ögales 
d'amplitude A=(ft--a) : 2n 
par les points Xi «-- a, x^, 
^3,... X2ni-i == b ; puis on 
döcompose l'aire S ä öva- 
luer en Segments consä- 
cutifs 9j, (T,,... 92n (fig- 12) en menant toutes les ordonnöes corres- 
pondantes yi, j/2,... ffan+i. 

La courbe tournant par hypothfese sa concavitä vers le bas, tout 
Segment compris entre deux ordonn^es quelconques yt et y^ surpasse 
le trapfeze qua Ton y inscrit en joignant les sommets des deux ordon- 
nöes. 

On trouve ainsi, pour le segment a^^ compris entre les ordonnöes 
Vh et yhfu rin^galitö 

h 

De mfime, pour le segment vzi + ^21+ 1 compris entre les ordonndes 
yueiyu+i, 

(2) (^zi + ^2, + 1 > A {yu + yu + 2) 

Mais oh peut aussi assigner une limite superieure aux segments. 
Tout segment compris entre deux ordonndes verticales est moindre 
que le trapfeze qu'on lui circonscrit en menant ä la courbe, entre ces 
ordonnäes prolong^es, une tangente intermädiaire quelconque. En 
particulier, le segment <fu^i + 9ü compris entre les ordonnöes 
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yjf-i et ^2^ + 1 est moindre que le traptee qu'on lui circonscrit 
en menant la tangente au sommet de Tordonn^e mediane yu. Ge 
trapfeze a pour raesure sa hauteur ih multipliöe par la moyenne yu de 
ses bases. On a donc 

(8) <^u^i + <'2i < ihyti. 

De lä r^sultent facilement diverses limites superieures ou inf^ 
rieures pour l'aire totale S. Pour les öcrire plus facilement, d^si- 
gnons par : 

P la somme des ordonnöes paires j/« + j/4 +... + yznl 

I Celle des ordonnöes impaires yi -f ys +••• + yzn+i ; 

El Celle des ordonnces impaires extremes j/i + t/g^+i ; 

Eg Celle des ordonnöes paires extremes y, + ysn. 

On obtient d'abord une limite mpirieure L par la lormule (3). On a, 
en effet, 

1 
Par consöquent 

(4) S < L = SAP. 

On obtient ensuite une premiere limite infirieure l par la formule (1), 
car on a 

S«Ea;,>|(2P + 2I-,.E,); 

par consäquent, 

(6) S>/=ä(p + I-^). 

Cette formule donne une valeur approchöe / de S; on Tappelle la 
formule des trapizes. 

EnHn on peut obtenir une seconde limite infirieure V en combinant 
les formules (1) et (3). On a, en effet, 

n— 1 

S = <Ti 4- ^'sn + S (ff2i + Hl + i)« 

1 

On remplacft <Tx et agn par leurs limites (1) et les parenlhfeses par 
leurs limites (2), ce qui donne 

S>a5i+^+ä{2P-E2) 
et, en röduisant, 

(6) S>r = A[2P- ^^~^^ ]' 
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Cette derniire limile a Tavantage de ne pas faire intervenir les 
ordonn^es intermödiaires d'ordre impair. Quand on se sert des 
limites (4) et (6), on peut donc se dispenser de calculer ces ordonnäes- 

314. Formnles de Poneelet et de Siinpion. — Ges formules s'ob- 
tiennent par la combinaison des limites präcädentes : 

i^ La farmule de Poneelet s'obtient en donnant comme valeur ä S 
la moyenne arithmötique des valeurs L et /'. On trouve ainsi 

(7) s = ^=A[2P-?t^]'. 

L'erreur commise sera moindre en valeur absolue que 

L—l' h E,— E, 
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mais on en ignore le sens. 

Cette limite de Terreur peut se repräsenter göomätriquement. 

En efTet, si Ton Joint (fig. 12) les sommets A et B des ordonnäes 
extrömes y^ et y^n+i et les sommets A' et B' des ordonnäes extremes 
de rang pair y^ et y^nj ces deux droites AB et A'B^ interceptent sur 
Tordonnäe du milieu yn un segment PQ qui est präcisöment ögal ä 
(E^ — El) : 2. L'erreur est donc moindre que la moitiö du rectangle 
conslruit sur ce segment PQ et la distance h de deux ordonnäes con- 
säcutives. 

La formule de Poneelet est tris sufßsamment exacte et eile est sur- 
tout pratique ä cause de sa simplicitä. Elle ne näcessite pas le caicul 
des ordonnöes intermädiaires de rang impair. 

2<^ La formule de Simpson s'obtient en faisant 

(8) s«?i:t2i=|(4P + 2I-E,). 

La formule de Simpson se montre presque toujours pratiquement 
la plus exacte. Mais les principes qui nous ont servi jusqu*ici ne suf- 
fisent pas pour justifier thöoriquement de sa supörioritä. Tout ce que 
nous voyons pour le moment, c'est que l'erreur ne peut pas surpasser 

Pour justifier de la supärioritä de la formule de Simpson, nous 
allons cliercher par une autre voie une expression analytique de l'er- 
reur commise. Cette expression pourra servir en pratique chaque 
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fois que la däriv^e quatrifeme de f(x) sera connue. Dans les autres 
cas, la formule de Poncelet sera pr^förable ä celle de Simpson, car 
eile donnera un rösultat aussi sür avec moins de caiculs. 

315. Seste de la formule de Simpion. — Nous appellerons reste de 
la formule de Simpson, la difTörence entre la vraie valeur de Fint^- 
grale et celle que donne la formule de Simpson. Nous allons donc 
chercher une expression commode de ce reste. 

Nous pouvons nous affranchir de toutes les conditions que nous 
avons impos^es ä la fonction f{x) dans les num^ros pröc^enls. Par 
contra, nous devons en introduire une nouvelle ; nous supposerons 
que les därivöes de f(x) sont determin^es et continues jusqu'au 
quatrifeme ordre inclus. 

Nous commencerons par former l'expression du reste dans le cas 
oü le caicul se fait avec deux subdivisions seuleroent. II n'y a alors 
qu'un seul point de subdivision de l'intervalle d'intdgration, nous le 
d&ignerons par x et les valeurs extremes seront x— h, etx + h. 

Soit ¥[x) une integrale de f{x), La vraie valeur de Taire cherch^e 
sera 

¥(x + h) — F{x — h), 

et Celle fournie par la formule de Simpson 

^if(x+h)+f{x-h)+ir(x)] 

Considörons x comme donnä et h comme variable ; les deux ex- 
pressions pr^cödentes seront (onctions de h et leur diff(ßrence ou le 
reste de la formule pourra se däsigner par ^ (A). II vient ainsi 

(p(A) = ¥(x + h) - V(x -h)- ^[f{x + h) + f(x -. A) + it(x)]. 

Comme le montre un caicul simple, cette fonction s'annule ainsi que 
ses döriväes premieres et secondes pour A = et la döriv^e troisifeme 
a pour expression 

Dösignons par l une quantitä inconnue mais comprise entre x — A 
et o: -f A ; le th^oräme des accroissements finis donne 

Multiplions successivement par dh et intögrons trois fois de suite 
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les deux membres de cette öquation entre et h. On peut chaque fois, 
en vertu du thöorfeme de la moyenne, et sans qu'il faille changer le 
sens gönöral de S, faire sortir le facteur f^{l) du signe J et n'intögrer 
que la puissance de h. On trouve ainsi, pulsque f , f ' et cp" sont nuls 
pour A « 0, 

Teile est Texpression simple et remarquable de l'erreur commise 
quand on applique la formule de Simpson avec deux subdivisions 
seulement. Si la courbe est une parabole du second ou du troisi&me 
degrä, la d^rivde 4* de f(x) est identiquemcnt nulle et la fotmule de 
Simpson donne un r^sultat exact« 

Revenons maintenant au cas gön^ral, envisagö au n® pröcedent, 
dans lequel il y a un nombre pair in de subdivisions. Gonsidärons le 
Segment 92^-1 + 9^ de la courbe {n^ 313; compris entre les ordonnöes 
yu^iei yu+i- On peut le calculer par la formule que nous venons 
d*ötablir. II vient ainsi 

h 4 A^ 

ob i est interm^iaire entre xu^i et Xu+i • 

Faisons la somme des r^sultats pröcödents pour tous les indices 
i = 1, 2,.., n ; il viendra, i ötant maintenant compris entre a et fr, 

S = |[2I + 4P-E,]-n|r(5)|^ 
ou, comme inh = b — a, 

(9) S = I [21 + 4P - E,] - ^(b - a)r (5) 

(a<5<ft). 

Getto formule coincide avec la formule (8), ä part le dernier terme. 
G'est la formule de Simpson complät^e par l'expression du reste. Getto 
expression permet donc d'övaluer une limite de Terreur commise par 
la formule primitive. Si la döriv^e quatrifeme ne change pas de signe, 
le sens de Terreur sera connu, puisqu'on connattra le signe du reste. 
Gelui-ci pourra m£me servir ä rectißer dans une certaine mesure le 
r^sultat obtenu. 

Si h est trfes petit, Terreur commise par la formule de Simpson sera 
trös petite, car eile est seulement du quatrifeme ordre par rapport a /<• 
G'est de la que vient la supärioritd de cette formule sur les autres 
oü l'erreur est d'un ordre de grandeur plus äev6. 



GHAPn^RE X. 

Des söries. 



§ 1 . Oönöralitös sur les sörles ä termes constants. 
Sörles absolument convergentes. 

316. Deflnitions. — On appelle särie une suite ind^Bnie de quao- 
tit^s, räellcs ou complexes, Ui, Ui^... Un,*.. form^es suivant une loi 
dötermin^e et que Ton ajoute successivement les unes aux autres. Le 
terme Unse nomme le terme ginfral de la s^rie. Son expression donnäe 
en ronction de n fait connattre toute la särie. Soit 

la somme des n premiers termes de la s^rie. Si, pour une valeur 
indt^fininoent croissante de n, la somme Sn tend vers une limite finie 
et döterminöe s, la s^rie est convergente et s est la somme ou la valeur 
de la särie. Si Sn ne tend vers aucune limite ou augmente ind^fini- 
ment, la s^rie est divergente. 
Lorsqu'une sörie est convergente, la difförence 

entre la somme de la sörie el celle des n premiers termes s'appelle le 
reste de la s^rie ä partir du n*^^ terme, Ce reste est la somme de la 
särie suivanle : 

qui est donc convergente (ou divergente) en mSme temps que la pre- 
mifere. Ainsi, on peut toujours dans Tötude de la convergence d'une 
Serie faire abstraction d'un nombre limitö de termes au däbut. Si la 
särie est mise sous la forme Jlun, on peut donc aussi, ä ce point de 
vue, rcmplacer n parn + & ou n — k dans le terme gän^ral, k ötant 
fixe, puisque cela revient ä ajouter ou ä retrancher k termes au däbut, 

317. Carftotere general de convergenoe. — Pour qu*une särie con- 
verge, il faut que les sommes successives «i, «2f*^nt-* tendent 
vers une limite döterminäe. De lä la proposition fondamentale : 
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La eandition nicessaire et sußsante pour qu'ufie sine canverge est 
que Fon ait^ 

liin{«n+p — *n) = 0, 

le nombre p reste arbitraire et pouvant crottre d'une maniire quelconque 
avecn, 

Quand les quantit^s s^, s^,... sont reelles, ce th^oröme est la repro- 
ducüon de celui du n^ 13. D'ailleurs ce thäor6me subsiste si les 
quantitös «j, «t,... Sn,... sont complexes. En effet, si Ton a 

s'n et s' n ötant rdels, il faut, par d^nnition» que s'n et s^'n aient une 
liinite pour que Sn en ait une. II faut donc que Ton ait 

lim {« n +p — «n) = 0, lim {«"n+p — «' n) « 0, 

ou, ce qui revient au mörae, 

Wm [{S'n^p—S'n) +i{«'n+p — «'n)] = Hm («n+p — «n) =0. 

Corollaire. Le thöorfeme pr^cddent, nous donne imm^diatement la 
condition suivante, toujours rUcessaire, mais non süffisante^ pour la 
convergence d'une sörie : 

Dam tonte sirie convei^gente, le terme gdn^al Un a pour limite 
pour n inßni. 

En eilet, en faisant p =^i dans la condition pröcödente, on trouve 

lim (Sni-i — 8n) = lim Un +i = 0. 

318. Ca« de convergence d*ane progreMion geometriqne. — Une des 

s^ries les plus utiles ä considörer est la progression g^omürxque 

a + ak + ak* +... + ak*^ +... 
On a ici 

^ aH-k^) 

Si 1 1 I est < 1, t" tend vers zöro et Sn vers a: (l — k); la sörie 
converge. 

Si I i I est =* ou > 1, le terme gön^ral ak"^ n'a pas pour limite 
zöro et la särie ne peut pas 6tre convergente. (Sauf si a = 0, auquel 
cas tous les termes sont nuls.) 

319. Addition des Mriee. — Etant donnies deux siries convergentes 
8 ^ IiUnet s' « 2rn, Id sMcs^' = E (Un ± Vn) sera convergente et aura 
pour somme s ± s\ On peut d^ailleurs consOirer Un ± Vn comme un 
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seul terme ou comme deux termes cons^utifs de s'\ car^ ces termes 
tendant vers zirOy la valeur de s'' est la mime dan$ les deux cos. 

Soient Sn , Sn» Sn les sommes des n premiers termes pour chaque 
s^rie, {Un ^ Vn) ätant considärä comme un terme. On a, quel qua 
soit n, 

Sfi — Sn ^ Sn 

Donc, ä la limite, «" --^s ± «'. 

320. Series abioliimeiit oonvergente«. — On dit qu'unc s^rie est 
absolument convergente, quand eile converge apr^s qu'on a remplacö 
chaque terme par son modulc. Une sirie absolument convergente est 
convergente, G'est un cas particulier de la proposition suivante, qui 
est d'une application fröquente : 

I. Toute sirie ^Un dont les termes ont leurs modules respectivement 
igaux ou infirieurs aux termes de mime rang d'une sirie convergente 
ä termes positifs I^rn (ou aux modules des termes d'une sirie absolutnent 
convergente) est convergente et absolument convergente. 

On aura, en eiTet, 

Le second membre tend vers z^ro pour n inflni, parce que le carac- 
tfere de convcrgence doit se vtJrifier pour la sörie S7*n qui converge par 
hypothäse. Donc le premier membre a aussi pour limite zöro et le 
caractfere de convergence est vdrifiö pour I,Un . D'ailleurs, la convcr- 
gence est absolue, car le raisonnement pröcödcnt subsiste aprfes 
qu'on a reraplace chaque terme Un par son module. 

II. Si deux siries liUn et Svn sont absolument convergentes^ leur 
somme ou leur diffirence 2 {Un ^Vn) est encore absolument convergente. 

Soient r» et r'n les modules de r« et de rli. La sdrie ä termes 
positifs l!>{rn + rn) sera convergente (n*» 319). Comme le module de 
(un^Vn) ne peut surpasser (rn+rn)f la sörie S(ttn±Vn) sera 
absolument convergente en vertu du Ihöorfeme prdcädent, soit qu'on 
consid^re Un ^ Vn comme un seul terme ou comme deux termes 
cons^cutifs. 

III. On peut changer C ordre des termes d'une sirie I,Un absolument 
convergente et les grouper comme on le veut sans altirer la valeur de la 
sirie. 
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Soit e un nombre positif aussi petit qu'on veut. D^ignons par rn le 
module de Un. On peut, par hypoth^se, supposer n assez grand pour 
qu'on ait, j) restant arbitraire, 

^n-hi + rn-{-i +•.. ^n+p < 6. 

Soit 8n la somme des n premiers termes de la sörie rangös dans 
l'ordre primitif et s sa limite. D*autre part, sommons successivement 
les termes d'une autre mani^re quelconque. II arrivera un moment 
oü la somme Sm ainsi obtenue comprendra tous les u» d'indice < n, 
mais a vec d'autres termes d'indices (n + a), (n + ß). . . (n + p). ün aura 

Donc $m finit par diffärer aussi peu qu'on veut de s„ , qui diflere 
lui-m£me aussi peu qu'on veut de s, et Sm a pour limite s. 

Rejnarque. — La dömonstration pr^cödente suppose que, pour 
chaque valeur de ti, la somme sU se compose d'un nombre limite de 
termes. On ne peut plus raisonner ainsi, si la sommation se fait en 
groupant les termec dans un nombre plus ou moins grand ou mäme 
illimitä de söries partielles, que Ton ajoute successivement les unes 
aux autres. Cependant le th^orfeme III subsiste encore. 

Soient, cn eflfet, Sj, Sg,... Sa,... les sommes des diverses söries 
partielles. Celles-d sont absolument convergentes. Pour le montrer, 
rempla^ons par des zöros les termes de la serie totale s qui n'entrent 
pas dans S^ . La sörie modifide demeure absolument convergente en 
vertu du theoröme I. Comme on peut supprimer les termes nuls, eile 
se compose des mßmes termes que S^ et, comme Tordre des termes 
est indifförent, les deux s^ries sont äquivalentes. 

Ceci posö, Texpression « — Si — S^ Sa peut par la rfegle 

du no 319 se räduire ä une seule sörie en Un absolument conver- 
gente (II). L'ordre des termes ^tant arbilraire, on peut supprimer 
ceux qui se d^truisent. On peul donc supposer k assez grand pour 
que cette expression ne contienne plus que des termes u d'indices >n. 
Donc, si n est choisi comme dans la dömonstration pr^cädente, le 
module de Texpression sera <e. Faisons tendre e vors z^ro, on aura 

8 *= oj -p 2^2 I ••* ~i~ "^A "i *••*' 

comme il fallait l'^tablir. 

lY. Si deux siries s = ^Un et 8^ « Sun sont absolument conver^ 
gentes^ la sMe £up Uq qui contient tous les produits d'un terme de la 
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premüre par un terme de la seconde rangis dans un ordre quekonque, 
est absolument convergevie et a pour somme ss'. 

Je dis d'abord que cette sörie est absolument convergente. En effet^ 
soit Sfp r'q la särie obteoue en rempla^^ant les u par leurs modules r. 
Sommons les N premiers termes de cette nouvelle s^rie et soit [x le 
plus grand indice p ouq qui flgure dans ces N termes. On aura 

N * 1 i 

Mais les facteurs du second membre restent finis, par hypothöse, 
quel que soit [a. Donc la somme du premier membre reste finie, et, 
comme eile augmente avec N, eile converge. Donc la Siirie HtfpUg est 
absolument convergente. 

(1 en r^sulte facilement qu*elle a pour somme ss'. En effet, on peut 
en vertu du th^or^me pröc^dent additionner ses termes comme on 
veut. On peut donc faire figurer successivement dans la somme tous 
les termes des produits «n^ni puis «n+i^n+ii etc.. et on obtient ainsi 
comme limite 8s\ 

321. Serie« eemi-oonvergeiites. — Une särie peut converger sans 
6tre absolument convergente. On dit dans ce cas qu'elle est semi-con- 
vergente. Tandis que les säries absolument convergentes jouissent, 
comme on vient de le montrer, de propri^t^s qui les rapproche des 
polynömes, il n'en est plus ainsi des söries semi-convergentes. Aussi 
leur emploi est beaucoup moins commode dans Tanalyse. 

L'dtude de la convergence absolue se confond avec celle de la 
convergence des series ä termes positifs. Ge sont donc celles-ci que 
nous examinerons pour commencer. 

§ 2. Söries k termes positifs. 

322. Eeglee de convergence on de divergence tireee de la compa- 
raison des series entre elles. — Lorsque tous les termes d'une s^rie 
^Un sont positifs (ou nuls), la somme Sn est croissante (ou station- 
naire) quand n augmente. II suffit donc, pour que la s^rie soit con- 
vergente, que Sn conser\e une valeur finie. Cette circonstance permet 
d'obtenir des rfegles trfes importantes de convergence et de divergence 
par la comparaison des söries entre elles. 

l, Si la s^rie liUn est convergente (divergente) et s% tous les termes 
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de la sirie Svn sonl^ ä partir (Tuii cei'tain rang, pluspetits (plus grands) 
que les termes de mime rang de la sirie Sm^, la sMe YiVnsera igalement 
convergente (divergente). 

En effet, soient Sn et Sn les sommes des n preraiers termes de la 
sörie (u) et de la sörie (v). Comme on peut faire abstraction des 
termes au döbut des deux sdries qui ne satisferaient pas ä Tinögalit^ 
du thöorfeme, on peut supposer qu'elle a lieu 6ks le däbut. Alors la 
somme Sn sera constamment införieure (siipäri^ure) ä la somme Sn, 
donc, si celle-ci reste fmie (crolt ind6flniment>, il en sera a forlioH de 
mßme pour ««, ce qui prouve le thöorfeme. 

II. Si la sirie Swn est convergente (divergente), la sine £v„ obtentie 
en mnltipliant respectivement chaque terme de la pricidente par des 
facteurs positifs iiifirieurs (supiiieurs) ä un nombre positif k sera iga- 
lement convergente (divergente). 

Multiplier tous les termes de la sörie IiUn par un facteur fixe A, 
revient ä muitiplier chaque somme Sn par A ; donc cette multiplica- 
tion laisse la sörie convergente (divergente). La serie Svn ayant ses 
termes moindres (plus grands) que les termes correspondants de la 
särie SAun sera donc aussi convergente (divergente). 

III. Soient £un et Svn deux siries ; formons la diffirence 

et supposons que cette diffirence finisse par devenir et restei* difinitive^ 
ment nulle ou positive, ä partir d'une valeur sufßsamment grande den: 
i"" Si la sirie Svn converge, la sirie Swn converge aussi ; 2® si la serie 
£un diverge, la sirie ^Vn diverge aussi. 

On a, en effet, par hypothfese, ä partir d'une valeur suffisamment 
grande de n. 

z — > — > — >••• 

Soit p la valeur du premier quotient ; ä partir de cette valeur de 
n, on aura Un < QVn et Vn > (1 : p) «n . Le thöorftme actuel est donc 
une consöquence des deux pröcödents. 

323. Formation de series oonvergentes et divergentes. — Toute fonc- 
tion <f(x) qui augmente jusqu'ä Tinflni sansjamaisd^croUre, peut ser- 
vir ä former deux söries ä termes positifs, l'une divergente, Tautre 
convergente. 
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En effet, la särie 

(1) Sun-EMn + l)-(p(n)] 

sera divergente, car la somme des n premiers termes est f(n + i) — 
cp(l) et augmente indöflniment avec n. 
Au contraire, la s^rie 

' Lf(n — 1) (p(n)J 

sera convergente et aura pour somme 1 : y(0). 

B^ciproquement, toute s^rie peut aussi se mettre sous Tune des 
deux formes präc^dentes. En efiet, si eile diverge, la somme Sn aug- 
mente ä rinfini ; on a Un= Sn— «n-i ; donc la s^rie se mettra sous 
la forme (1) en posant Sn = <f{n), Si la sörie converge, le reste R» tend 
vers z^ro ; on a ttn == Rn-i — Rn ; on mettra donc la särie sous la 
forme (2) en posant Rw = 1 : y(n). 

Voici une remarque qui se rattache immädiatement aux consid^ 
rations pr^c^dentes : 

Considörons une s^rie divergente 2{Än — «n-i). Multiplions son 
termeg^näral par la quantitö constamment et ind^finiment decroissante 
1 : (V*n"+V*n-i). nous obtenons la serie encore divergente 

Consid^rons une sörie convergente S(Rn — Rn-O- Multiplions son 
terme g^n^ral par la quantitö constamment et infiniment croissante 
1 : (VR»-i +VRii^), nous obtenons la sörie encore convergente 

£(vr;;i,-Vr;). 

De la la conclusion importante qne voici : 

On peut toujours muUipliei* les termes successifs (Tune sine divergente 
(convergente) par des qtiantitis qui tendent vers ziro (vers VinfiniJ sans 
alt&er la divergence (la eonvergence) . 

Un procödö trfes general pour ötudicr la eonvergence ou la diver- 
gence d'une s^rie, consiste ä la comparer aux söries (1) et (2), 
construites avec des fonctions appropriöes, etä appliquer lesth^Dr^mes 
du no pröc^dent. 

Comme exemple, nous allons d^monlrer un thöorfeme dont on trou- 
vera la g^n^ralisation pIns loin (n^ 327). Mais, pour äviter toute 
complication, nous conviendrons de remplacer par Tunitä le loga- 
rithme de tout nombre plus petit que la base du Systeme. Voici ce 
thöoröme : 
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324. Thioreme. — Les deux sMes 

1 1 

n nliOgn 

sant divergentes. A u contraire, si aest positif, les deux sMes 

1 1 

^"üH^* ^ nLog*+«n 

8ont convergenteSf quelque petit que sott a. 

Formons d'abord les deux s^ries divergentes (1) du m precödent qui 
correspondent aux deux fonctions tf(x) = Log x et <f{x) = Log. Logx. 
Leurs termes gänöraux Un sont 

Log(n + i) — Log n, Log. Log(n + i) — Log. Logn 

et ils se mettent par le tbäorfeme des accroissements finis sous la 
forme (0 < < 1) 

1 1 

n+1' (n + 9) Log(n + Ö) ' 

Donc les deux premi^res söries du th^or^me, ayant leurs termes 
respectivement plus grands, sont divergentes. 

D'autre part, formons les deux s^ries convergentes (2) qui corres- 
pondent aux fonctions <p(x) ■■= xr^ et ^[x] = Log~*a;. Leurs termes 
gönöraux Un-i sont 

(n — 1)-« — n~«, Log-* (n — 1) — Log-« n 

et ils se ram^nent par la formule des accroissements Anis ä la forme 

g o 

(« — 8)*+*' (n — 9)Log*+*(n--9)' 

Les termes gänöraux des deux demi^res säries du thöorfeme se 
deduisent donc respectivement de ceux-ci en les multipliant respecti- 
vement par des facteurs < 1 : a. Donc ces s^ries sont aussi conver- 
gentes. 

325. Criterefl de oonvergence. — Nous appellerons critire de 
convergence ou de divergence toule rögle qui permet de döcider de la 
convergence ou de la divergence d'une s^rie par une propriötö de son 
terme gönöral, ou par une relation entre le terme g^näral et un 
nombre limitä de termes suivants. 

L Critire de Cauchy. — La sine ^Un converge si Vexpressum 

n 

Vttn 
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a une limite <i pour n tnfini, ou, plus giniralement^ finit par rester 
infMeure ä un nombre k < i ä partir (Tune valeur suffisamment 
grande de n. Elle diverge si celte expression ne finit pas par devenir 
difinitivement plus petite que Funiti. 

En effet, dans la premi^re hypothfese, les termes de la sörie 
deviennent införieurs ä ceux de meme rang de la progression göomö- 
trique convergente St'*; donc la serie converge. Dans la seconde 
hypoth^se, Un finit par £tre ögal ou supörieur ä l'unitö. Le terme 
gändral n'ayant pas pour limite zöro, la särie diverge. 

Souvent le quotient Un : Un+i a une forme plus simple que Un^ aiors, 
le crit^re präc^dent ötant cepcndant applicable, il est souvent plus 
corrmode de se servir du suivant : 

II. Crithe de d'Alembert. — Im siiie Su,, converge si le quotient 

Un 

finit par rester inf^ieur ä un nombre k < i ä partir d'une valeur suf- 
fisamment grande de n. Elle diverge, si ce quotient devienl dSfinitive^ 
ment = ou >1. 

En efTet, dans la premiöre hypothfese, on a, ä partir d*un terme 
convenable Un , 

Mn+i < kUn, t*n+2 < t^Mn,... «n+p < t^n- 

Donc les termes de la sörie» commencäe ä ce terme, sont införieurs 
ä ceux de meme rang de la progression geomätrique convergente. 

Un + tttnH h kPUn +••• 

et la sörie converge. 

Dans la seconde hypoth^se, Un cesse de d^croltre ä partir d'un cer- 
tain indice et, par cons^quent, ne peut pas avoir pour limite z^ro. 

II arrive souvent que le rapport Un+i : Un tend vers une limite 
döterminäe k quand n tend vers Tinfini. La sörie sera convergente si 
jfc est < 1 et divergente si t est > 1. Si fc = 1, on ne peut rien con- 
clure et il faut recourir au critfere suivant : 

III. La sirie Sun sera convergente, si Von peut poser, k dSsignant une 
constante > 1, 

Un ^ j I *^ . 



Un+i W 
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eile sera divergente^ si Von a, h disignant une constante quelconque, 



Wfi+i ^ ' n ' n' 
Considärons la sörie convergente (a positif) 

nLog*+«w 
Dans celle-ci, on a ^ 

vn _ f 1 . i^ (<Log(nJM) Y+« 
Vn+i \ n/V Logn y 

Mais on a par la formule des accroissements flnis 

1 

Log(n +i)^ Logn + jj-p-g, 

V Logn J \ (n + 9)Logny ^ nLogn' 

6 gardant une valeur flnie quand n tend vers l'inflni. On a donc aussi, 
la signification g^närale de e restant la mßme, 

"" 1 + -+ ' 



Vn+i n nLogn 

Si Ton a Un : Wn+i > i + k:neik> i,il viendra donc 

Un Vn k — l e 



Un+i Vn+i n nLogn 

Conime e reste fini et que k-^i est positif, cette expression finit 
par devenir positive quand n tend vers Tinfini. Donc la sörie Swn est 
convergente comme Ivn (n^ 322). 

D'autre part, considärons la s^rie divergente 

n Log n 
Dans celle-ci, on a 

^n f. . ^^ Log(n + l) _/- ly^ i \ 

i;;;^! '"'^^ ■*"ny Logn ^'^^^nA^^in+ejLogny 
Par consöquent, 



Si l'on a 



il viendra 



v„+i ^ ^ "*" n "^ (n+6)Logn 



Vn+i tinfi (n4-9)Logn 7i** 22 
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Gelte expression finit par devenir positive quand n tend vers Tinfini. 
Donc, la s^rie I^Vn ötant divergente, liUn I'est aussi (n*" 322). 

Remarque. Les rfegles präcödentes permettent de ddcider de la con- 
vergence ou de la divergence dans presque tous les cas qui se ren- 
contrent en pratique. En effet, le quotient Un : Un+i peut gän^ralement 
se dävelopper suivant les puissances de 1 : n. On obtient alors un 
däveloppement de la forme 

' «1 «IS 



oü 9 conserve une valeur finie. 
La sörie sera convergente sia>lousia=»l,ß>l; divergente, 

si a<l ou sia-=l, ß^ 1. 

326. Theoreme de Canohy. — Soient f[x) une foncHon positive et 
constamment däcroissante et¥{a)) une inUgräle de /*(«?), la särie 

r(\) + f{2)+..,+r(n)+... 

converge ou diverge suivant que P (x) reste fini ou augmente indäfini^ 
ment quand x tend vers Vinfini, 

ConsideroDs en effet, la s^rie suivante a termes positifs 

2:[F(n + l)— F(n)] 

qui est convergente ou divergente suivant Thypoth^se du thioreme. Par 
le th^oreme des accroissements flnis, son terme g6n6ral se met sous la 
forme 

/•(n + e), (0<e<i). 

Ce tenne est > f{n + 1) et < f[n) ; donc, selon lliypoth^se du theo- 
röme, la s^rie £ f(n -|- 1) sera a fortiori convergente, ou la s^rie S f[n) 
a fortiori divergente. Le thöoröme est donc d6montr6. 

327. Seiles de Bertrand. — Bertrand a forme deux suites compre- 
nant une infinite de s6ries, les unes convergentes, les autres divergentes, 
mais de plus en plus lentement. 

Posons, en abreg6, 

LiO? «= Logo;, LgO? ^= Log, L,a?, ... Ljxa7 = Log. Ljx— i^/ ..• 

Les logarithmes successift de x ainsi d^finis sont de plus en plus petits. 
Si X est donne, il y en a un premier L^x qui est n6gatif et les loga- 
rithmes suivants n*ont plus de sens. Mais, afin d'^viter toute difficulti 
dans ce qui suit, nous conviendrons d'attribuer au Symbole L^x Yuniiä 
pour valeur, quand la deflnition pr6c6dente conduit a une valeur negative 
ou devient elle-meme illusoire. 

Tous ces logarithmes croissent constamment jusqu'a Tinfini quand x 
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augmente indefiniment, mais leur croissance est de plus eu plus lente. 
Leurs ddriv^es s'obtiennent facilement. On a, de proche en procbe, 

LV-ta; 1 

Ces deriveos sont donc des fonctions d^croissantes. 
Ceci pos^y voici le theoreme de Bertrand : 

Toutes les säries comprises dans la premidre suite : 



1 • •• 



sont divergentes; au contraire\ toutes les sMes comprises dans la 
secofide suite : 

^ 1 „ 1 „ 1 



• t • 



n{Lin)* + «' nLin(Lon)* + «' nLjnL2n(L8n)* + *' 
sont convergenteSy si ol est positif, quelque petit que soit a. 

Toute 86rie de la premidre suite est de la forme 2L' (n). Son terme 
general 6tant la d^rivee d'une fonction qui croft ä Tinfini avec n, cetto 
s^rie sera divergente, en vertu du theoreme preccdent. 

Toute sirie de la scconde suite peut se mettre sous la forme 

LV(n) 



' lU(n)]i + « 



SoD terme g6neral est donc la deriv^e de la fonction 

-t[^(~)r". 

qui tend vers zero quand n tend vers l'infini. Donc, en vertu du theoreme 
de Cauchjy cette s6rie est eonvergente. 

328. Criteres logarithmiques de Bertrand. — On peut döduire des 
series de Bertrand des criteres de convergence, dont ceux du n^ 325 ne 
sont que les cas particuliers les plus simples. Posons 

\^x^xLixLiX,,.L^x^'-j-f—^ 

En prenant les logarithmes et en derivant, on trouve 

^V^ 111 1 

y^nX X XjO? \x '" X^a; 

II resulte de la quo les dcux fonctions X et X' d'indice quelconque sont 
croissantes, tandis que la fonction X' : X est d^croissante. On en condut, 
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par le th^oröme des accroissements finis et pour une fonciion X d*indice 
quelconque, 

^*^ X(n+1)"" X(n+1)-^ X(w + e) ^ "^ Xn 

De m6me, L 6tant une fonction croissante et L' : L une fonction 
d^croissante, 

.^. Ln ^ ^ Vn 1^ 

W L(n+1)-^^"" Ln ""^ Xn 

Ceci pose, une s^rie divergente quelconque de Bertrand est de la 
forme Un » S (^^)~ ^ • Done, pour une s^rie divergente, on a par la 
relation (1) 

n+i 



(4) -^2_>i + 



Une s6rie convergente quelconque est de la forme (fl(>0) 

Wn = £M-*(Ln)-«. 

On a donc pour une s^rie convergente, par lea relations (2) et (8), 

w„a.i V Xn/ V XnJ 

et, en developpant ces puissances par la formule du binöme, il vient, 
6 designant une quantit6 positive qui reste finie quand n tend vers Tinfini, 

De ces in6galit6s r^sulte la regle suivante : 

Une Sorte Ivn sera divergente si Von a, dpartir cTune valeur suffl- 
sammeni gründe de n, 

t?n = , , ^V** -.1.1. .1 



— <A + -r^ = l + i+r^+...+ 



Vn+i Xjj^n n X^n *" X^n 

Au contraire, eile set^a convergente^ si Von a, p designant une constante 
positive^ 

»Supposons d'abord que la premiere hypothese se v6rifie ; donnons 
l'indice (jl ä X dans Tin^galite (4) ; il vient 

Un V 



^>0. 



Donc, comme Stin diverge, St^n diverge aussi (n^ 322. 
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Si c'est la seconde hjpoth&se qui a lieu, donnons a a une valeur < p et 
ä X rindice \k dans TinigaliU (5) ; il vient 



Vn Un p — a 



-'m 



^n+i Wn+i Xn 

Comme (X'n : Xn)* est de l'ordre de 1 : w^, c'est le tenne (p — a) : Xn 
qui est le terme principal du second membre de cette iDÖgalite. II 
finit doDC par lui donner son signe qui est positif puisque p est > ot. Donc, 
Sun ^tant convergente, Svn I'est aussi (n^ 322). 

Remarqice, — II peut se faire que Ton trouve une infinite de valeurs 
de n pour laquelle Vn : Vn+i v^rifie la premidre Jn6galit6 et une infinite 
d'autres pour lesquelles ce rapport satisfiait k la seconde. Dans ce oas, on 
ne peut rien condure des criteres de Bertrand, ils sont inapplicables. 
II peut aussi arriver que, fi 6tant donnö, aucune des deux in6galitis n'a 
lieu pour n assez grand. Dans ce cas le crit^e d'ordre t^ est mis en 
däfatUpar manque de präcision seulement et Ton peut esp6rer qu'il s'ap- 
pliquera en donnant a fx une valeur plus grande. Les criteres de Ber- 
trand ne sont eyidemment applicables qu'aux senes dont les termes sont 
constamment d^croissants. II suffit donc de changer l'ordre des termet? d'une 
86rie a laquelle les criteres sont applicables pour les rendre inapplicables. 
Mais il est moins simple de former des series pour lesquelles les criteres 
seraient tous mis en d6faut par manque de pr^cision. Nous allons voir 
cependant tout a l'heure que la chose est possible (ri9 331). 

329. Degres de oonvergenoe ou de divergence. — Pour apprecier la 
rapiditö ou le degre de convergence ou de divergence d'une serie, on 
6tablit la comparaison avec le mode de croissance d'une fonction. Si une 
s6rie est divergente, la somme Sn est une fonction (p(n)infiniment grande; 
la rapidite de la divergence se caractärise par Vordre de grandeur de 
f(n)pourninfini. 

De mdme, si une serie converge, le reste Rnost une quantitä infiniment 
petite. On posera Rn = l : <p(n), de sorte que (p(n) sera infiniment grand. 
La rapidite de la convergence s'apprecie par l'ordre de grandeur de (p. 

Röciproquement, comme on Ta montre au n<^.323, toute fonction (p con- 
stamment et indefiniment croissante peut servir a construire deux series 
l'une divergente l'autre convergente, et dont la rapidite de divergence ou 
de convergence se caracterise par l'ordre de grandeur de cette fonction. 

La notion d'ordre de grandeur est essentiellement relative, et le sens 
qu'i] faut attacher aux definitions pröc^dentes se reduit exactement ä ce 
qui suit : 

La rapidit6 de divergence (de convergence) de deux series caract^ri- 
s6es par deux fonctions (pi et ^^ sera la m^me, si le rapport cp, : (p2 reste 
compris entre deux limites flnies et difiorentes de zero. Cette rapidite sera 
plus grande pour la s6rie (f^) que pour la s6rie (<pi), si le quotient <pi : f ^ 
tend vers z^ro. 
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II peut aussi arriver que le quotient (^i : ^p^, sans ^tre cependant 
bom6, ne tende ni vers z6ro ni vers l'infini ; dans ce cas, les ordres de 
grandeur de <pj et de «p^ ne sont pas comparablcs et les degr^s de con- 
vergence ou de divergence ne le sont päs non plus. 

Ces definJtions permettent d'^noncer le theoreme suivant, dont la 
demonstration est si simple que nous laisserons au lecteur le soin de la 
faire lui-m6me : 

Etant donnöes deicx sMes divergentes (convet^gentes) Su» et £«?n t ^^ 
le quotient Un : Vn tend vers une limite finie et positive pour n infinit 
ou, plus gän^alement, reste compris entre deux nombres fiases di/ßrents 
de zäroy les detcx säries divergent (convergent) avec la m^me rapidit^. 
Si^ au contraire, Un : Vn tend vers Finfini (vers zöro)^ la divergence 
(convergence) de la sMe ^Un est plus rapide que celle de la seconde särie. 

330. Theoreme de P. du Bois-Beymond. Imposaibilite de oonstruire 
tine echelle complete de convergence on de divergence. — Etant donnäe 
une suite illimitäe de fbnctions de w : 

(1) ?n ?2»-' ?Pf-» 

toutes constamnient et indäfiniment croissantes avec x, mais dont les 
ordres de grandeur vont constamment en diminuant, on peut dä/inir 
une fonction <p de m&me nature, mais d*un ordre de grandeur encore 
moindre que totttes Celles de la suite prdcädente, 

Falsons croitre x a partir de Xq ; on peut supposer toutes les fonctions 
positives, car on ne change pas leur ordre de grandeur par l'addition 
d'une constante. Posons, dans cette hjpothese, ^p s=p -{. «p^et considi- 
rons la saite de fonctions : 

i 

(2) ^'it+Äv.. hy'"> 

qui sont encore du m^me ordre de grandeur que les fonctions de meme 
indice de la suite (1). Pour chaque valeur particulicre de x, les termes 
de la suite (2) vont en croissant k Tinfini avec p. II y a donc un terme 
minimum. Soit cp la fonction egale a ce minimum pour chaque valeur de x, 
Cette fonction sera constamment croissante et de plus eile croitra a l'in- 
fini, car eile surpassera p quand ^j, ^2... et ^p-i surpasseront ^p . Enfin 
cette fonction sera d*ordre moins 61eve qu'une fonction quelconque ^p. 
En effet, <p est au plus egal a ^'jp+i par d^finition ; on a donc 

lim 4-< lim%tl==o. 

Corollaire. — En vertu du parallSlisme que nous avons etabli au 
n<* precMent entre les s^ries et les fonctions, il est donc impossihle de con- 
struire une suite illimitäe de säries ä convergences (ou ä divergences) de 
plus en plus Untes, et teile que toute särie convergente (ou divergente) 
donnäe, dont le degrä de convergence (ou de divergence) soit comparable 
ä ceux des termes de la suite, converge [ou diverge) plus rapidement 
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q%i!un terme de cette suite. C'est ce qu'on veut exprimer en disant q\iHl 
est impossible de consiruire une Schelle compUte de convergence ou de 
divergence des säries, 

Le theor^me pricedent sur les suites de fonctions appelle un comple- 
ment, dont nous n*avons pas besoin pour le moment, mais qu'il Importe 
de signaler : 

Siy au lieu de däcrottrey les ordres de grandeur des fonctions de la 
suite (1) aitgmententy on peut aussi construire une fonction y dun ordre 
plus ^lev^ que toutes Celles de cette suite. 

Posons en gtoeral <|/p (o;) «= ^p (o;) — ^p{fi)* RemplaQons la suite (1) 
par la suite 

Les termes de m^me indice dans (1) et (2') sont encore du mSme or- 
dre de grandeur^ mais, pour chaque valeur particuliere de Xy la suite (2') 
ne contient qu'un nombre limit^ de termes positifs. Donc il j a un terme 
maximum. Nous obtiendrons la fonction <p demandee, en prenant cp 6gal a 
ce maximum pour chaque valeur de x. 

331. Application aux series de Bertrand. Mise en defaut des oriteres 
logarithmiques. — Les deux suites de Bertrand nous donnent Texemple 
le plus classique d'une echelle de convergence ou de divergence. Les 
säries convergentes contiennent un parametre a, mais, au point de vue 
qui nous occupe, il n'y a pas d'avantage a maintenir ce parametre arbi- 
traire et nous pouvons le faire 6gal ä un. La g^neralite de Techelle n'en 
est pas räduite, car chaque s6rie convorgente oü a =s 1 converge plus 
rapidement que toutes celles qui pröcödent, a restant quelconque. 11 est 
donc possible, en vertu du theoreme precedent, de construire des series 
a convergence ou ä divergence plus lentes que toutes celles de Bertrand. 

On peut aussi construire des s6ries qui mettent en defaut tous les 
criteres logarithmiques ä la fois. Nous considererons seulement le cas de 
la divergence, car celui de la convergenee se'traite de meme. 

Mettons la p*^^ s6rie de Bertrand sous la forme 

S(Wn)D = £[Tp (n) — <Pp (w — 1)] 

et au moyen de la suite (pi, ^g,... <fp,... construisons, comme au n<> prec6- 
dent, la suite ^^, ^/j,.., ^'p,*«« ©t la fonction (p. Je dis que la s6rie diver- 
gente, qui a pour terme g^nöral 

Vn = <pW — ?(n— 1), 

mettra en defaut tous les critdres logarithmiques. On a, en effet, les 
indices p, q^ r dependant de n, et puisque (p est le minimum des <|/, 

?W — ?(w — 1) = 'l'p («) — 'l'fl (w — 1) > fe W — h[^ — 1). 

(p(n + 1) — ?(w) = ^'r (n + 1) — '^pin) < ^p(n + \)^^p [n). 
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Par coDsequeut, 

Or p augniente indefiniment a^ec n. Donc Vn : f n+i finit par surpasaer 
constamment Un : t^n+i pour toutes les s6rie8 de Bertrand. Donc tous les 

critöres logarithmiques, qui reviennent ä la condition — ^^ > 



sont mis en d6faut. 

Cette conclusion a un interet considerable au point de vue philoso- 
phique. Mais il ne faudrait pas en exag^rer Timportance pratique. Les 
criteres de Bertrand s'appliquent a toutes les söries qui se sont presen- 
t6es naturellement dans Tanaljse, soit immediatement, soit apres le 
partage de la s6rie en plusieurs parties. Les autres s^ries ont 6t6 
fabriquees artlficiellement en vue du but a atteindre. 

EXERCICES. 

1. On considdre une s6rie divergente u^ + u^ +»" ei une fonction f(x) 
non eroissante et tendant vers z6ro pour x infini. Soient Sn la somme 
des n Premiers termes de la serie et F(x) une integrale de la fonction. 
On forme les deux series 

Montrer : que la premiere converge si F(^) est bomee pour x 
infini ; que la seconde diverge si F(x) croit indefiniment ; qu'elles con- 
yergent ou divergent en meme temps si Un est borne. 

R. Demonstration analogue a cello du thioreme de Cauchj (p9 326). 

2. Gas particuliers du th6oreme pr6cedent : Si ol est positif et tcn borne, 

S -^ diverge, £ — ^ converge, 

3. On considdre une s^rie convergente Ui + u^ -\—' et une fonction 
f{x) qui augmente ä l'infini sans decroitre quand x tend vers 0. Soient 
Rn = Un+ 1 +*•• le reste de la s^rie et F(a?) une integrale de /'(x) . On forme 
les deux s6ries 

La premiere diverge si F(^) est infinie pour x = 0; la seconde con- 
verge si F(x) est born6e pour a? == 0. 

4. Gas particuliers du th6ordme pr6c6dent : Si a est positif, 

S -^ diverge, E ~- converge. 

5. Soit (p(a?) une fonction qui croit constamment jusqu'a l'infini avec x. 
Quelque petit que soit Tordre de grandeur de ^ (o?), on peut construire 
deux series liUn et £t7n» la premiere convergente, la seconde divergente, 
et telles que Ton ait Vn : Un < (p(n). 
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R. Od forme les deux söries ajant pour termes g^n^raux 

Ces deux series repondent ä la quostioD. 

6. Si Un est constamment decroissant, la condition lim min =» est 
näcessaire pour que la s6rie ^Un soit conver^ente. 
R. On considere Tinegalit^ 

et on applique le caract^re g£n6ral de convergenoe. 

§ 3. Söries semi-convergentes. 

332. Theoreme. — Lorsqu*une sine rielle est semi^^nvergente, 
les teimes positifs (Tune part et les termes nigatifs changis de signe 
d^autre pariy forment siparimeiit deux sMes divergentes ä termes 
posilifs. 

Soient Sn ia somme des n premiers termes de la sdrie, Sn et — Sn 
respectivement les sommes des termes positifs et des termes nägatifs 
qui entrent dans Sn . On aura 

r fr 

\ Sn — ^n "■ Sn • 

Soit 9n la somme des valeurs absolues des termes de Sn , on aura 
aussi 

*n — Sn ^ Sn • 

Quand n tend vers Tinfini, Sn conserve une valeur flnie, car la sörie 
proposäe est convergente par hypothfese, et 9n tehd vers l'infini car la 
convergence n'est pas absolue. Donc les deux sommes Sn et sl! 
tendent vers l'infini et c'est ce qu'önonce le thöoröme. 

333. Theoreme. — Lorsqu'une serie ä termes comple^xes est semu 
convergente, la sine des parties rielles est convergente ainsi que la 
sirie des parties imaginaires, mais l'une d'elles au moins est semi- 
convergente. 

Consid^rons la särie de quantitös complexes 

HUn =^ ^an + bn%). 

La s^rie I^Un tendant vers une limite A + Bi, les söries Ia» et lAn 
tendent vers A et vers B et sont convergentes. On a donc 

Si les deux series S | an | et i£ | frn | ötaient absolument conver- 
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gentes, leur somme le serait aussi (n^^ 319, II). Donc Tune de ces 
deux s^ries doit 6tre semi-convergente. 

334. Theoreme. — ühes^rie«==ai— Oj^ + a« — ... dont les termes 
sont riels et altemativement positiß et nigatifs, converge si ces termes 
vont constamment en dicromant en valeur absolue et ont pour limite 
ziro. Le reste de la sirie est de mime signe et moindre en valeur absolue 
que le pretnier terme niglxgi. 

On a, en effet, 

Stn = («1 — a«) + («s — «4) H h («en-i — a«n) 

«2n+i = *i — (*« — «3) — ... — (a^fi — flt2n-H) 

Toutes les difförences entre parenth^ses sont positives. Donc Stn 
est une somme croissante et «snfi une somme däcroissante. Leur 
difförence tend vers z^ro. Donc elles tendent toutes deux vers la möme 
limite et cette limite est intermödiaire entre les sommes paires et les 
sommes impaircs. Appliquons cette conclusion ä la särie 

Rn = i [otn+i — ötnf2 + otn+3 + "•] 5 

on voit que Rn a le signe de son premier terme et est moindre que 
lui en valeur absolue. 

335. Theoreme. — Soieni s ^ u^ + u^ +... + ^n +-.. ww^ särie 
convergente d termes räels ou complexes^ Sn Id somme deses n premiers 
termes et S une limite supMeure de\ s^ \ . Soient ensuite a^ «s,... 
«nv ^^^ suite de qiuxntitäs positives däcroissantes^ ayani par consä- 
quent une limite a, la s^rie 

converge et a une somme a de module moindre que Sol^. 

Seit ffn 1a somme des n premiers termes de cette derniere serie. On a, 
paisque m« = Sn— «n-i, 

et on en tire 

»n — Sfi^n^ «1 («1 — a«) + *2 («« — «s) +-««+^n(«n-i — «n) 

Quand n tend vers Tinfini, le second membre de cette equation a une 
limite d^terminee, car la serie qui a pour terme general ^n (^~i — «n) 
est absolument convergente. Celle-ci a, en effet, des termes de modales 
moindres que les termes correspondants de la serie positive convergente 

Donc ffn — SfiOLfi & une limite determinee et le module de cette limite 
sera < S (aj — a) . 



— 347 — 

Comme, d'autre pari, s^ «n tend vers sa, (t„ tend vers.une limite 
d^termin^e 9 et Ton a 

I «T I < I M I 4- S (ai — a) < Sa + S («i — a) = Sa,. 

Remarque. — La convergence de la serie ((t) subsiste meme quand 
£i«n diverge, pourvu : P quo | % | ait toujours une limite superioure S, 
2<> que «n £^it pour limite 0. 

En efTet, la difierence (r„ ~- s^ «>, ^ uue limite determinee comme dans 
le cas precedcnt. Ensuite | «n <^ | Qui est < Sa a pour limite (meme 
si 5„ ne converge pas). Donc 9n & une limite determinee v. 

336. Theoreme. — La somme d'une särie semi-convergente d termes 
räels^ däpend de Vordre de ces termes. En modifiant cet ordre, on peut 
faire tendre la serie vers le nombre que Von veut, 

Formons deux series Tune avec termes positifs et Tautre avec les 
termes negatifs de la serie propos6e. Supposons que ces series (a) et (b) 
soient 

(a) «i + «2 + ^8 + + «n +..., 

(fi) — ^1 — ig — ^3 — — bn — ... 

Ces deux series sont divergentes (n° 332) et an ainsi que b^ ont pour 
limite zero quand n tend vers l'infini. 

Ceci pose, nous allons montrer qu'on peut intercaler les termes nega- 
tifs entre les termes positifs, de maniere ä former une 86rie ajant pour 
somme un nombre quelconque, par exemple un nombre positif M. 

A cet effet, prenons dans la s^rie positive le nombre de termes stric- 
temont nöcessaires pour que leur somme surpasse M, sgoutons ensuite 
des termes negatifs jusqu'a ce que la somme soit ramenee en-dessous de 
M, puls des termes positifs jusqu'ä ce que la somme surpasse de nouveau 
M, et ainsi de suite, sans jamais prendre plus de termes qu'il ne faut. 
On alternera ainsi ind^finiment les termes positifs et les termes nega- 
tifs, car les deux series sont infinies, et, par consequent^ tous les termes 
des deux series seront emplojäs. Je dis que la nouvelle serie (c) ainsi 
formee a pour somme M . 

En eifet, consid6rons la difference Sm — M entre M et la somme des 
m Premiers termes de la serie (c). Cette difference change un nombre 
infini de fois de signe. Si eile est positive, eile est inferieure au dernier 
terme an qui 7 entre, et si eile est negative, au dernier terme bn. Donc 
cette somme tend vers z^ro. car an et bn tendent vers zero quand le 
nombre des termes pris dans chacune des series (a) ou (b) augmente 
ind^finiment. 

Remarqite, — Si la serie semi-convergente est a termes complexes, 
sa partie r6elle ou sa partieimaginaire est semi-convergente (no333). On 
pourra donc modifier Tordre des tei*mes de maniöre k donner une valeur 
arbitraire soit ä sa partie reelle soit ä sa partie imaginaire. 
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887. Xnltiplieation. — Soient s = I^Un et s^ = I^Vn deux särieg 
convergentes d termes räels ou complexes^ dont la premi^re au moins 
soit absolument convergente. Formons la särie «" = Stt?n dont le ierme 
g&neral 

renferme toutes les combinaisons de deux indices dont la somme est 
(n -f- 1). Cetie särie converge et a pour somme ss'. 

D^signons par rn le module de Un , la serie l,rn sera convergente par 
h jpothdso et aura une somme finie ?. Soient respectivement Sn , «n» ^n et 
(Tri los sommes des n premiers termes de chacune des s6ries (u), (v),(t^) 
et (r). 

CoQsid^rons la difference Sn s^ — Sn. On peut la mettre sous la forme 

U^Vn + M3 {Vn-i + Vn) +"...+ «n (v^ + V^ +...+ Vn) 
= W« (Sn — Sn-i) + Mj [Sn — «n^«) +...+ «w («n — «1) 

Soit n = p -f* ? une decomposition de n en deux parties. Nous poa- 
vons partager la somme pr6cedente en deux parties correspondantes, 
que nous 6crirons chacune sur une ligne 

Wg (Sn — «n-i) + W3 (Sn — Sn-2) +...+ "!)+ 1 («n— Äff) 
+ Up^2(Sn — 5^-1) +... ...+ Wn (Sfi — Si). 

On peut supposer q assez grand pour que toutes les parenthdses de 
la premiere ligne aient lour module moiudre qu'un nombre donn6 e si 
petit qu'il soit. Alors la somme de la premiere ligne a son module 
moindre que 

Cette somme est donc aussi petite qu'on veut avec e. 

Les parentheses de la seconde ligne ont leurs modules moindres qu'un 
nombre fixe A, car la s6rie (v) est convergente. La somme de la seconde 
ligne a donc son module moiudre que 

Cette somme a donc pour limite zero quand p tend vers l'infini. 

En r^sume, la difference Sn 5^ — s,i se compose de deux parties qui 
ont pour limite zero quand p btq tendent vers Tinfini. Gomme on peut 
faire tendre p eiq vers l'infini avec n, il vient donc 

lim Sn =* lim Sn Sn = ss\ 

Remarqtte. — Le theoreme precedent ne subsiste pas en g6n6ral 
quand les deux söries Su^ et St?n sont semi-convergentes. Toutefois, si 
la Serie £to^ converge, eile a encore pour somme le produit des deux 
pr6c6dentes comme on le montrera plus loin {a9 349). 
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§ 4. Söries de fonctlons. 

338. Convergence unifonne. — Consid^rons d'abord une sörie 
reelle 

8 = ttj -p ^2 ~p '•• ~i" Wn I" •" 

dont les termes sont des fonctions d'une variable reelle x. Si la särie 
converge pour tontes les valeurs de x dans Tintervalle {a, fc), la 
somme s de la sörie sera une fonction de x. 

Soit 6 un nombre positif donnä aussi petit que Ton veut. Pour 
chaque valeur d^terminöe de x, la condition 

(1) \S — Sn I < e 

se vörifiera pour tous les indices n supörieurs ä un nombre fixe N, car 
cette condition sert de döfinition ä s. Mais, si on laisse x variable, il 
peut se faire que ce nombre N dopende n^cessairement de x. 

Si, quelque petit que soit e, la condition (1) peut se viriler pour tous 
les indices n supMeurs ä un nombre N indipendant dexet pour toutes 
les valeurs de x dans l'intervalle (a, bj, on dit que la sirie converge 
uniformiment dans cet intervalle. 

Gelte d^finition s'dtend d'elle-mSme au cas oü les termes de la 
s^rie seraient des fonctions de plusieurs variables x^y, ... Si Ton 
peut attribuer ä ces variables une infinite de systfemes de valeurs 
diflKrents, on dira que la convergence est uniformej si la condition (1) 
se vörifie ä la fois pour tous les systömes admissibles de valeurs, 
quand l'indice n est sup^rieur ä un nombre N indipendant des 
variables. 

Enfin, les termes de la s^rie peuvent aussi £tre fonctions d'une 
variable complexe z et nous entendons par la que ces termes ont des 
valeurs d^terminöes pour chaque valeur de z. Supposons que la sörie 
converge pour un Systeme döterminä de valeurs de z en nombre 
infmi, par exemplc pour toutes les valeurs comprises dans un cercle, 
on dira que la convergence est uniforme, si la condition (1) a lieu ä 
partir d'un nombre N indäpendant de z. 

339. Exemples de serias a oonvei^nce non-uniforme. — On peut 
former facilement des säries qui convergent pour toutes les valeurs 
de X dans un certain intervalle, mais non uniformiment. En voici 
deux exemples remarquables : 

I. Gonsid^rons d*abord la progression g^omätrique de raison (1— x) 

s===x + x{l—x) + x(l—x)^ + *'* + x{i—x)^ + 



• •• 



— 350 — 

Cette Progression converge pour toutes les valeurs de x dans 
rintervalle (0, 1). Si x est > 0, la raison est plus petite que 1 et la 
Progression a pour somme Tunite. Si x = 0, tous les termes sont 
nuls et la s^rie a pour somme z^ro. Donc s est une fonction discantinue 
de X, car s passe de ä 1 , quand x passe de ä une valeur positive si 
petite qu'elle soit. 

Cette s^rie n*est pas uniform^ment convergente. 

En eifet, pour les valeurs positives de x, on a 
R„ = j: (1 — x)» [1 + (1 — a:) + (1 — ar)« + ...] = (1 — a;)^ . 

Donc, si n est constant, on a, quel que soit n, 

lim Rn = 1. 

II est donc impossible de satisfaire ä la condition Rn < ^ < 1 pour 
une valeur de n ind^pendante de x. 



II. Considörons, en second Heu, la särie 

s = I,x [?i*a-"^ — (n — 1)* 6-^'«-*)^]. 



00 

S 
On a, pour toute valeur positive de x, 



s^ = xn^e-^^y d'oü 8 = xlm-;r^ = 0, 

car une exponentielle est inßniment grande par rapport ä une 
puissance. 

Pour a: = 0, on a «n = et s = 0. 

Donc la särie converge et ron a « = pour toute valeur nulle ou 
positive de x. Mais cetto sörie ne converge pas uniform^ment, En effet, 

Rn = « — «n = — xn^e-^. 

Si Ton pose x = i : n, x tend vers quand n tend vers l'inflni et 
le reste pris eu valeur absolue 

augmente indöfiniment avec n. Donc la convergence ne peut etre 
uniforme dans un Intervalle (0, b) comprenant le point 0. 

340. Theoreme. — La sirxe de fonctions m, + u, H — 4- linH — 
sera nniform^ent convergente si les modales de se^ termes nepeuvent 
jamais surpasser les termes de meme rang d*une sirxe convergente ä 
termes constants et positifs. 

II est clair que, dans ce cas, le reste de la sörie de fonctions a un 
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modüle moindre que le resle de la sörie ä termes constants. Le 
reste R„ de celle-ci peut 6tre supposö < e. Donc, en prenant n 
termes ou davantage dans la sdrie de fonctions, le reste aura son 
module ögalemcnt < e. Donc la serie converge uniform^ment. 

34 1 • Froprietes des series uniformement oonvergentes.— l. Sites termes 
d^une sine uniformement convergente sont des fonctions continues^ la 
somme de la sirie est une fonction continue. 

PosoDS « =» «n + Rn et däsignoDS par ^s, ^Sn et ARn les accrois- 
sements de ces trois quantit^s pour un Systeme d^terminö d'accrois- 
sements de la ou des variables. On aura 

As = ASn+ ARn= ^Sn+ (Rn + ARn) — R» . 

Nous allons montrer que les trois termes dans lesquels on a 
d^composö As peuvent £tre supposds aussi petits qu'on veut avec les 
accroissements des variables. En eflet, la convergence ötant uniforme, 
on peut prendre n assez grand pour que les deux restes | Rn | et 
I Rn+ ARn I soient plus petits qu'unnombrepositif edonn^d'avance 
si petit qu'il soit. Cela fait, Sn , qui est la somme d'un nombre limitö 
de fonctions continues, est une fonction continue. Donc on peut 
rendre sa Variation absolue < e, en rendant Celles des variables 
suffisamment petites. Donc, la Variation | As | sera < 3 e, quantitö 
arbitrairement petite. Donc s est une fonction continue. 

Quand la convergence n'est pas uaiforme, la continuitä de la 
somme n'est pas une consöquence de celle des termes de la särie. 
Nous en avons vu la preuve au n<> 339 par un exemple trfes simple : 

II. Si les termes d'une sirie rielU, uniformemeut convergente^ sont 
des fonctions intigrables d'une variable rielle x dans Pintervalie (a, b)^ 
la somme de la sirie est elle-meme intigrabk et son integrale peut 
s'obtenir par dicomposition^ en intigrant chaque terme de la sMe. 

Considörons, en eiTet, la s^rie 

S = U, + W£ -1 h Wn + - =Sn+ Rn, 

on aura 

J\ sdx = 1 Sndx + I Rndx. 
a Ja Ja 

Faisons tendre n vers Tinfini ; la convergence ätant uniforme, 
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Rn I devient införieur ä tout nombre positif e si petit qu'il soit, 
quand n tend vers rinfini. Or, on a, dans ce cas, 



fRn 

Ja 



ix 



< e (ft — a) 



Gelte integrale tend donc vers z^ro quand n tend vers Tinfini. U 
vient ainsi 



( s (te = lim 1 «nd^ = ( Wi (te 4- 1 u^ 

Ja n=oo Ja Ja Ja 



dx -\- ••• 



Quand la convergence n'est pas uniforme, Tintögration terme ä 
terme n'est plus legitime. Nous allons !e montrer par un exemple. 

Reprenons la särie, consid^röe pr^cödemment (n«* 339), 
8 = I.x [n«^^ — {n — 1)» ^(«-oa?] = 0, 
dans laquelle x est nul ou positif. On a övidemment 



I 



sdx = 0. 

o 



Hais rint^gration terme ä terme conduitä un rösultat difförent du 
präc^ent. On a, en effet, 

Si Ton integre terme ä terme, la sörie obtenue aura pour somme 
lim 1 Sndx=\m j nxer^ndx^ 1 te-^dl = iy 

n=oo Jo Jo Jo 

tandis que l'integrale de s est nulle. 



III. Si les tennes d'mie s^ie convergmte sont des fonctions d^une 
variable rielle x ayant des dirivies continues, et si la sine de ces diri- 
vies converge unifomuhnent dans un intervalk (a, bj, la somme de la 
sMe des dirivies est la dirivie de la somme de la sMe primitive. 

Soient en effet s = I^Un la sörie primitive et » =« EttJ, la sörie 
döriväe. Faisons varier x de a ä fc, on aura, en vertu du thöorfeme 
pröcädent, 

J ff dx = S J Undx-=Ii[Un— (Un)al 

rindice a signifiant qu'il laut faire x=^a dans la fonction entre 
parenthfeses. Comme la söric primitive converge par hypothtee, le 
rösultat präcädent peut se mettre sous la forme 



i 



'X 

ff (te == Sttn — 2 (ttn)a = « — («)a, 
a 
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et, en ^galant les dörivöes des deux membres par rapport ä x, on 
Irouve <T = «' comme le veut le thöorfeme. 

342. Fonotion oontinne de WeientrasB : V sans derivee; 2® ayant 
nne inflnite de maxima et de minima dans tout intervalle ; 3^ n'etant a 
Variation bornee dans auenn intervalle. — Les s^ries uniformement con- 
vcrgentes conservent quelques-unes de9 propri6tes des sommes d*un 
norobre limite de termes. Mais il ne faut pas g^nöraliser cette conclusion. 
CoDsiderons, en effet, ia fonction de Weierstrass 



00 



F(x) =r. Sa^cQs jn^^^ 

o 

oü a est un nombre positif < 1 et ^ un cntier impair > 1 . Cette s6rie 
converge uniformement, car ses termes nc surpassent pas ceux de mSme 
rang dans la progression convergente Ha^ . Si ab est < 1, F(x) a pour 
d6riv6e la serie 



CO 



o 
car cette nouvelle sehe converge uniformement. 

P Si ab surpasse unecertaine limite que nous allons indiquer^ Y(x) n'a 
plus de deriväe (Weierstrass). 

Soit ocj^ rentier le plus voisin de 6^0? et ^une fraction comprise entre 

— ^ ®^ + T ! ^"^ P®^^ ccrire 

6*0? = «^ + ^. 

Posons, ^/idesignant |- 1 ou — 1 ä volonte, 

6A(a?-f Ä) -«ft + eA, d'oü Ä = ?^^^; 

h aura le signe de e^ et son module sera compris entre i : 2b^ et 3 : 2b'^ , 
Donc h tend vers zero si k tend vers Tinfini. 
Consid^rons maintenant la difference 



oo 



F(a? + Ä) — F(a?) = S a^[coa ft"7r (o? + ä) — cos b^izx] 

o 

rx+h 
= — TT S a'» 6^ sin (b^^izt) dt ; 

Jos 

nous allons la decomposer en deux parties Sa et R^ en sommant s6par^ 
ment les k premieni termes puis les termes suivants. 

Chaque integrale de x k x + h ayant son module moindre que celui 
de h, on aura 
I Sa I < ^ I Ä I (I+aft + a«6^+-..+ a^^-^b^-^X \ h \ ^^ (ab)'^. 

On a, d'autre part, 



00 



Rä =« S a'^^cos ft^TT (a? + Ä) — cos 6"Tra?]. 

k 

23 
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On a, dans cette somme, b et e^ 6taDt impairs, 

cos ft»» (a? + Ä) 7t == C08i>«-* (a;^+e;i)7r = (— 1)**"*"* 

cos ^" a?7r = cos 6*'~* («Ä + 5ä ) ^ = ( — 1)** cos ft**"*?* '^. 
II vient doDc 

R^ = (— l)«Ä-l- 1 1 ^n (1 + cos ^«-*?ft «). 

Toutes les parentheses etant positives, le second membre a le signe de 
( — 1)"^*^^ et une valeur absolue plus grande que son premier terme. 
Donc, p. d^signant un nombre > 1, od peut 6crire 



Enfin A a le signe de e^ et un module moindre que 3 : 2b^ , on peut 
encoro 6crire, p. 6tant un nouveau nombre > 1 , 

Si Ton a donc 

le module de R^ surpasse celui de Sa et c*est R^ qui donne son signe a la 
somme S;^ -V ^a • On peut donc encore 6crire, (jl designant seuleroent un 
nombre > 1, 

F(« + h)- F(x) = p. h e^{- 1)«*+* (|-^) («*)* . 
On tire de lä 

F{x + Ä) — F(x) 



>(3--5^)M"- 



Ce quotient croit donc infiniment quand k tend vers Tinfini et, par 

suite, h vers z6ro. D'ailleurs ce quotient a le signe de e^ ( — 1)"* ■*"* et on 
peut lui donner le signe que Ton veut en disposant de celui de eh , on 
peut donc le faire tendre ä volonte vers Tinfini positif ou n6gatif, h ten- 
dant toujours vei's zero. 

Cet exemple prouve qu'f7 exisie des fonctions coniinues rCayant de 
derMepour aiccune valeur de la vaiiable, 

2° Dans le cas qui präc^de, la /bnction F(x) a une infinite de maocima 
et de minima dans tout intervalle. 

En effet, il existe dans tout intervalle une infinite de valcurs de x de la 
forme 

oü j9 et ^ sont entiers. Je dis que, quel que soit le nombre positif 9, (oute 
valeur paire de p donne un maximum et (oute valeur impaire un mini-- 
mum. 
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En effet, reprenons la demonstraiion pr6c6dente en donnant ä cc une 
valeur semblable. Des que k sera «=^ ou > q, on aura V^w = V^—^p. 

DoDc bfiOG est un entier de mdme parite quep et ( — l)^^~^^peut etre 
remplac6 par { — 1)^^^ Par suite, le quotient 

¥[x -\-h) — ¥{x) 
h 

ale signe de e^ (donc celui de h) si p est impair, et le signe contraire si 
p est pair. 

Donc, si p est impair, ce quotient tend vers >|- ^ pour h positif et yers 
— oo pour h n6gatif, x est un minimum de F(a7), Si p est pair, l'inverse 
a lieu, X est un maximum de F(^). 

Cet ezemple prouve qu'// exiate des fonctions continues qui ne sont ni 
constamment croissantes ni constamment d^croissantes dans aucun in- 
tervalle^ si petit qull soit, 

3® La fbnction F(a?), sotis les mßmes conditions que ci-dessus, rCest d 
variaäon bom^e dans aucun intervalle. (G. Jordan.). 

Considerons un Intervalle [x^^ X). Donnons-nous un entier tet d6ter- 
minons une suite de valeurs : 

a:^ = a?i + Äj, a^j = a?^ + ä^,... X/+i = a?^ + ä^,..., 

en calculant de proche en proche hi au mojen de xi comme nous avons 
calcule h au mojon de x preccdemment. Nous ferons seulement toigours 
eh=\ pour que h soit positif. Comme h est compris entre 1 : 26* et 
3 : 2h^ y et par consequent, ue peut tendre vers z6ro, 11 y aura une 
derniere ordonn6e o;» < X, ä laquelle nous nous arreterons. 

La Variation absolue de Y{x) entre Xi et XiJi^i surpasse, comme on l'a vu 
tout a l'heure^ 

^ (I - ^O^'^)* • 

Donc la somme de toutes ces variations de Xi k Xn surpasse 

(I - ^0 («*^* ^'^^ >(! - £-i) <«*)* (X — . - Ä„). 

Si Ton fait tendre k vers l'infini, toutes les quantit^s ?h tendent vers 
zSro, et la quantit6 pr^cedente augm^nte ä Tinfini, car od est > 1. Donc 
F(x) a une Variation illimitee entre Xy^ et X. 

Cet exemple prouve qu'il existe des courbes continues y = F[x) qui ne 
soni pas rectifiables (ou dont Varc est infini) entre deux quelconques de 
leurs pointSy quelque rapprochds qu'on les suppose, 

§ 5. Söries potentielles. 

343. Definition. — I^es säries potentielles sont Celles qui sont 
ordonnäes suivant les puissances enti6res et positives d'une variable 
reelle ou complexe {% — a). Elles sont de la forme 
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Ea posant z — a^x, elles prennent la forme 

C'est sous cette forme que nous allons Ics Studier. Ces söries 
jouissenl de propriötäs qui leur sont propres et elles ont une impor- 
tance exceplionnelte. 

Dans les dömonstrations suivantes, nous dösignerons en g^näral par 
r le module de x et par a^, aj,... an ceux de ao> ^n-*- ^n* 

« 

344. Carole de oonvergence. — Gonsidörons la suite des quanlitös 

_ 91 

Trois cas peuvenl se präsenter : 

l"" pn a pour limite quand n tend vers Tinflni. Dans ce cas, la sörie 
la„r" converge pour toute valeur de r en vertu du critfere de Gauchy 
(n^ 328) car on a, quel que soit r, 



n 



lim \oLnr^ = lim rpn = 0. 

Donc la sörie 2a»a:'^ est absolument convergenle pour toute valeur 
reelle ou complexe de x. On dit, dans ce cas, que la särie (1) est une 
fonction entiere de x. 

i^ p„ peut surpasser tout nombre assignable. Dans ce cas, la s^rie 
ila"x'* diverge pour toute valeur de x autre que zäro, car le module 
de son terme gänöral (p7ir)^ n'a pas pour limite zäro pour n infini. 

3® Si aucune de ces deux hypothfeses ne se präsente, il existe des 
nombres positifs que pn peut surpasser pour une infmitä de valeurs 
de ?i, mais ceux-ci ont une limite supärieure que Ton peut designer par 
1:R. 

La särie Sanr" converge, si r < R. 

En effet, soit R -— e un nombre compris entre r et R ; p„ ne peut 
surpasser 1 : (R — e) (qui est > 1 : R) que pour un nombre limitä de 
valeurs de n. On aura donc ä partir d'une valeur suffisamment grande 
de n 

I >» ;. 

?n<^^» d'OÜ Van?'* = pnr < g-^ < 1 

et la särie converge en vertu du critfere de Gauchy. 

Donc, pour toute valeur de x dont le module est < R, c'cst-ä-dire 
pour toute valeur reelle ou complexe de x situäe dans un cercle de 
rayon R autour de Torigine, la särie ZunX^ est absolument convergente. 
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Au contraire, si x tombe en dehors de ce cercle, e'est-ä dire h son 
raodule > R» la seJrie sera divergente, 

En effet, soit R + e un nombre compris entre R et r, p» surpasse 
un nombre infini de fols 1 : (R -f e). On a donc, pour une infinite de 
valeurs de n 

et le terrae g^neral anX^*^ ne peut avoir pour limite zöro. 

Le cercle de rayon R que nous venons de d^ßnir s*appelle le cercle 
de convergence, parce que la s^ri^j I,anX^ converge ä rinlärieur et 
divorge ä Text^rieur. Sur la circonfärence eile merae, il y a doute, la 
s^rie converge ou diverge suivant le cas. 

346. Theoreme. — Une sirie potentielle converge uniformiment dans 
tont cetxle de rayon p < R dicrit autour de Forigine, et eile a, par con- 
siquent^ pour somme une fonction continue de x dans ce cercle. 

En effet, la sörie ä termes constants et positifs 2a„p'* est conver- 
gente par hypothfese, puisque p < R. Les modules des termes de la 
sörie I,anX*^ ne peuvent surpasser les termes correspondants de la 
särie pröc^ente dans le cercle de rayon p. Donc cette sörie converge 
uniformöment (n® 340). 

346. Fonotions analytiqnes. — A Tintärieur du cercle de conver- 
gence, une sörie potentielle däfinit donc une fonction de la variable 
complexe x, Les fonctions qui peuvent Stre ainsi d^finies par des 
s^ries potentielles, portent le nom de fonctions analytiques. Ce sont 
les plus importantes, mais leur ätude ne sera approfondie que dans 
la seconde partie du cours. 

La diriv^e fix) d'une fonction analytique f{x) est par d^finition, la 

limite du quotient 

fix + A) -. f(x] 
h 

quand A tend vers zäro par une suite de valeurs räelles ou complexes 
quelconques. Le thöorfeme suivant prouve Texistence de la dörivöe 
pour toute fonction analytique : 

347. Theoreme. — Soit f(x) = I-anX*^ une sdrie convergente dans 
un cercle de rayon R ; la sirie divivie ImanX^^^ sera convergente dans 
le mime cercle que la premiere et aura pour somme f\x). 
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Soit X un point quelconque situö dans le cercle de convei^ence. 
GoDsid^rons la s^rie convergente ä termes positifs 

Donnons ä r un accroissement positif S, assez petit pour que r 4- S 
soit encore < R. La s^rie F(r + 8) sera encore convergente et Ton 
aura 

F(r + S) — F(r) _ ^ [r + S)^ — r^ 
5 - -^*'^ 8 



(1) = San 



;,,n--i + ?(!L^^ 



Donnons ä a; un accroissement variable, röel oü complexe, h et for- 
mons Texpression analogue ä la pr^c^dente 

f{x + A) - f(x) ,. [x + hY — x^ 
h ^ ^^" h 

(2) = Sfln [«X*^-^ + ^^^^^ *«"-- +•••]• 

La comparaison des söries (1) et (2) montre immediatement que, 
si I A I est < S, tous les termes de la s^rie (2) ont leurs modules moin- 
dres que les termes de la sörie (1) qui sont constants et positifs. 
Donc, si h tend vers zöro, la sörie (2) converge uniformäraent (n^ 340) 
et est fonction continue de A (n® 341). Sa limite pour A == se confond 
avec sa valeur pour A = 0. £n faisant tendre A vers zero, l'äquation (2) 
donne donc, ä la limite, 

f\x) = i:^nanX*'-K 

348. Theoreme d*Abel. — Si la särie lunos*^ converge pour une 
valeur reelle x^ de x, eile converge unifbrmäment dans Vintervaüe (0, a?i) 
et eile a pour somme une fonction continue de x dans cet intervalle, 

Le reste Rti n*est autre chose que la s6rie. 

La Serie proposee 6tant convergente^ par hypothese, pour a? = ^|, a 
tout nombre positif e donnö, si petit qu'il soit, correspond un entier N 
assez grand pour que la condition 

alt Heu, quel que soitp, pourvu que n soit > N. 
D'autre part, si Ton a < o? < a^^, la suite 

\x^/ \x^/ \x^/ 
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est stationnaire ou d^croissante. Donc la aitie 

est convergente (n*> 338) et a une somme < e ( — 1 et a fbrtiori < t. 

On a donc | Rn | < e, quel que soit x. Donc la Serie proposee con- 
verge uniformemeut dans Tintervalle (0, a?i). 

349. Snr Temploi dn theoreme preoedent. — Le theor^me d'Abel sert 
le plus souvent ä etendre aux points de la circonference du cerde de 
convergence des relations etablies dans Finterieur seulement de ce cercle. 

Supposons qu'on alt, dans l'int^rieur du cercle, 

et que f(x) soit continue en un point X de la circonference. La relation 

pr^cedente subsistera au point X, pourvu qve la särie converge en ce 

point. 

Soit, en effet, r une variable reelle comprise entre et 1 ; on a, par 

hjpothese, 

/*(rX) = 2(anX")r'^ 

Faisons tendre r vers l'unite ; on aura, en vertu du theordme d'Abel, 

/•{Xj^SanX^. 

360. Application a la multiplieation des series. — Considerons deux 
series convergentes ä termes r^els ou complexes 

Formens la serie s'' — Iwnj dont le terme gtoeral est 

Si la särie ^Wn converge^ eile a pour somme ss\ 
En eifet, les deux series 

sont convergentes pour o? =* 1. Donc leur rajon de convergence est au 
moins egal ä 1 et elles sont absolumeni convergentes si | o; | est < 1. 
On a donc, sans difficult^ si | o; | est < 1 (n^ 320, IV), 

Faisons tendre x vers l'unite. On aura, parle thöoreme d*Abel, 
lim ^ (x) =3 5, lim ^ (x) = s\ lim l,WnX^^^ = 2trn = s'\ 
Donc 5" = ss\ 

351. Theoreme. Serie illimitee de Xaclaurin. — Une fonction rielle 
ou complexe ne peut itre divelopp6e en sirie potentielle que d'une seule 
manüre. 
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En effet, soit f(x)h sommc d'une särie potentielle, convergente 
dans un cercle de rayoD R : 

f[x) = ao + üiX + üj^^ + a^x^ +... 
En ddrivant successivement, ü vient 

f {x) = fli + ia^x + Sa^x" +..., 
r (x) ^ ia^ + i.ia^x +.,., 

r W = 2.3a8+..M 
Posant x = dans ces äquations, on en tire successivement 

«0 - A(o), a, = r (0), fl. - ^, fls = t3----- 

Donc tous les coeificients de la s^rie sont complfetement dötermin^s. 
En substituant ces valeurs dans la s^rie, il vient 

/•(:r)=/-(o) + jr(o)+^^riO)+^r(0)+... 

C'est la sMe illimitie de Maclaurin. Nous retrouvons donc par une 
autre voie la loi de formation des coefßcients suctessifs que nous 
avons reconnue au n^' 88. Tandis que nous avons raisonnö lä sur des 
expressions composöes d*un nombre liroilä de.termes, nous avons 
raisonnö ici sur des sommes prolongöes ä Tinfini. Mais tandis que, les 
variables ätant reelles, la formule limit^e du n^ 88 ne suppose rien que 
Texistence des dörivöes de f[x), celle que nous venons d'obtenir n'est 
nullement dömontr^e pour une fonction f{x) quelconque. Elle ne Test 
que pouf'vu que le d^eloppement sott possible. 

352. Vouvelles expressioiiB du terme complementaire dans la formnle 
de Maelaarm. — Le procädö qui se präsente immediatement ä Tesprit 
pour reconnaitre si une fonction f{x) d'une variable reelle peut s'ex- 
primer en sörie potentielle, consiste ä la dövelopper par^ la formule 
limitäe de Maclaurin et ä värifier si le tenne compUmentaire tend 
vers zöro quand le nombre n des termes augmente indöfiniment. 
S'il en est aiusi, en faisant tendre n vers rinfini, on obliendra l'ex- 
pression de fix] en särie illimitäe. 

Ceci nous amfene ä chercher une nouvelle forme« plus generale, du 
terme compUmentaire ou du resie. Nous allons l'obtenir en nous 
servant du calcul integral. 

Soit f[x) une fonction, continue ainsi que toutes ses dörivöes, d'une 
variable räelle x. En faisant une premifere Integration par parties, on a 

fix) - AO) - ^r[x - 0^^ = ^r(o) -\-('r\x — t)tdi. 
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On peut faire une nouvelle inlegration par parties portant sur tdt, 
et continuer ainsi de suite, en faisant toujours porter Tintögration sur 
la puissance de t. Aprfes n — 1 inl^grations par parties consöcutives, 
on obtient la formule 

V(^) = AO) + xf\0) 4- l^r'(O) +... + j^^^ A^«-*) (0) + Rn 



""^^f^P"^^^^-^)^^^^'- 



C'est la Tormule limitee de Maclaurin avec Vexpression exacte du 
reste. Si Ton fait le changement de variables t =^x{i—u), le reste 
ßn s'äcrit aussi 

(2) Rn = (^^ [V-' (UX) ( 1 - U)n-idu. 

Au moyen du tWorfeme de la moyenne, on peut obtenir des expres- 
sions plus simples du reste, mais qui ont Tinconvenient de renfermer 
une quanlitä inconnue 9 compiise entre et 1. Si Ton fait sortir 
fin){ux) du signe d*integralion, on trouve 

C'est l'expression connue (n» 88). 

§ 6. Döveloppement des fonctions en sörles potentielles. 
Discusslon du reste (variables röelles). 

353. Considerations generales. — Lorsqu'on se propose de däve- 
lopper en s^ries potentielles des fonctions qui döpendent d'une varia- 
ble complexe, il existe des principes g^n^raux qui permettent de 
supprimer ou a peu prfes toutc discussion. Ces principes seront 
exposäs dans le second volume. Pour le moment, nous considärerons 
exclusivement les variables reelles. Pour obtenir le döveloppement 
de f(x) en sörie potentielle, le procöd^ le plus äldmentaire consiste ä 
passer de la formule limitee de Maclaurin ä la formule illimitöe en 
faisant tendre n vers Tinfini. 

II faut d^montrer que le terme campUmentaire Rn tend vers zöro. 
G'est ä cela que servent les expressions g^ndrales de ce terme que 
nous avons fait connaitre au n"" pröcädent. Mais la discussion est loin 
d'etre toujours facile sur ces expressions gönärales. Elle est simple 
pour les fonctions e^, sinx, coso;. Elle Test döjä moins pour les autres 
fonctions ^lementaires, et pour les fonctions plus compliquöes^ eile 
est le plus souvent impraticable. 
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Heureusement, pour la plupart des fonctions, on peut trouver des 
expressions particuliäres de Rn, non comprises dans les fonnules 
gänörales, et qui se prStenl ä une discussion plus facile. C*est ce que 
nous nous proposons surtout de faire dans le paragraphe actuel. 

A cöi6 du proc^dä qui consiste ä passer de la serie limitee ä la 
s^rie illimit^e, il y en a un autre, infiniment plus riebe en ressources. 
On pose a priori la särie illimit^e et on d^montre directcment au 
inoyen de ses propriötös particuliferes qu'elle a pour somme f{x). Ce 
proeödä est moins älementaire que le premier, mais, pour en faire 
saisir la port^e, nous commencerons par Tappliquer aux fonctions ^^ 
sino; et cosx. 

364. Fonotion ezponentielle. — Consid^rons la s^rie 

En vertu du eritfere de d'Alembert (n*» 325), cette sörie est absolu- 
ment convergente pour toute valeur de x, En effet, le module de 
Mn+i : Un est äpl ä I j; I : w et tend vers zäro avec 1 : n, quelque soita;. 
Cette sörie jouit de la propriötö de se reproduire par derivation et 
Ton a /"(O) = \. Ces deux propriötes suffisent pour montrer que la 
Serie a pour somme ß^. On a, en effet, 

D. f[x)e-^ = [f'{x) — f{x)]er^ =- 0. 

Donc f(x)er^ est une constante. Faisant a? = 0, on voit que cette 
constante est 1. Donc f[x)^eP^. 

35B. Fonctions circolaires. — Considärons les deux söries, dont la 
seconde est la dörivöe de la premiöre, 

.. X X^ . X'^ n X A ^^ ^ ^^ 

Elles convergent pour toute valeur de x comme la präcödente, et 
Ton a 

?"{«)= -<PW, ?(0)«0, cp'(0)-l. 
Je dis qu'il en r^sulte f(x) = sina;. 
II suffit de remarquer que Ton aura nicessaireraent 

<p(a;)co&r — <f '(a:)sina; = 0, (f(x)sit\x + <f\x)cosx = i . 

En effet, les premiers membres sont des constantes, car leurs diri- 
väes s'annulent en vertu des propriöt^s de (p. En faisant x = 0, on 
voit que ces constantes sont et 1. On tire alors des deux öquations 
pröc^dentes (f[x) = sino: et (f'{x)= cosa:. 
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356. Saries logarifhmiques. — Pour d^velopper Log (1 +x), nous 
chercherons une expression parlicullfere dii reste Rn. Pour cela, nous 
partirons de Tidentitö 



i + X i — {—X) o' ' ' i+X 

Intdgrons les deux membres de ä x, ce qui suppose x>—\\ Tin- 
tögrale du dernier terme sera Rn . II vient ainsi 

(1) Log(i+a:;»^-^ + ^-.... + Hi)n-i^ + R„. 

Nous nous servirons du th^or6me de la moyenne pour simplifier 
R» ; nous pouvons öcrire ainsi 

Donc Rn tend vers 0, si | a; | est < 1 ou si a? = 1. Pour x-=^ — \ 
la s^rie devient Sn-* et diverge. Donc le rayon de convergence de la 
s^rie (1) est ägal ä Tunit^. 

La fonction Log (1 -f ^) est donc exprimable en s^rie illimitöe de 
Maclaurin si Ton a— 1 < x < \^ et la s^rie illimitöe diverge dans 
les autres cas. 

Falsant x = 1, on obtient la särie semi-convergente 

Log2-l-|+|-... 
Le döveloppement de Log , peut se döduire de celui de 

1. ""^ X 

Log (1 + x). On peut aussi Tobtenir par un raisonnement analogue 
au pröc^dent. On a 

l_iC«"" 1— X« ""o "^ i—X^ ' 



On multiplie par 2 et on integre de ä x ; il vient 
(2) Log[±|«2[x+^ + ^4-..+^ 



+ Rn 



et Rn tend vers si x est corapris entre — 1 et + 1 . Dans les autres 
cas, la särie infinie diverge. 

G*est la sörie (2) qu'on applique au calcul des logarithmes des 
nombres entiers. Faisons 

p — ö « , vi +x 

p + q g i—x 



- m- 

et choisissons les entiers p ei q Ae mani^re que | x \ soit < 1. 
On aura 





Log|?=Logg4-2 



^^^f+i) '^^(j+v +•••] 



Lp + g 

Gelte formule suffit pour le caicul des logarithmes des nombres 
entiers, car eile ram^ne le caicul du logarithme de p ä celui du loga- 
rlthme d'un nombre entier inMrieur q et le logarithme de 1 est connu. 
En particulier, sip = 2, g = 1, il vient 



Log 2 = 2 



1 11 11 

•j I o «ja I S-« 05 8^ 



L3 ' 3 8^ '5 3' 

Cette s^rie est ä convergence rapide et convient beaucoup mieux 
au caicul de Log2 que la premifere qui converge tr^s lontement. 

367. Döveloppement de FArc tangente. — Ce döveloppement s'ob- 
tient comme le präc^dent. Partons de Tidentitä 

Int^grons-la de ä a? ; il vient (0 < 6 < 1) 
(3) arctga:=x- 3 +^ ^^-^^"^1+^" 

"* ^ ' Jo l+x« ""l+ex*2n + l' 

Le reste est införieur au premier terme nögligd ; il tend vers 0, 
si I o; I ne surpasse pas Tunitö. Donc arc tg x est repräsente par la 
Serie illimitöe si x varie entre et 1, iimites comprises. Le rayon de 
convergence est ägal a Tunite, car c'est celui de la s(frie därivöe 

En particulier, pour o: =^ 1, on trouve la formule de Leibnitz 

4 -^ 3+5 - 

Caicul (te w. — La sörie (3) peut servir au caicul de it de la 
manifere suivante. On calcule d'abord Tarc <p dont la tangente est 1 : 5. 
La formule donne 



^=8--KD'+KIJ+ 



On a ensuite 



*^ 1 — tg*^ 12 ^^ 1— tg»2<p H9' 
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d'oü 



lg (i'f 



ij l+lg-i? 239 
On conclut de lä, par la formule (3), 

*^ A 239 3V239y ^5 V239y 
On obtient ainsi la formule de Machin 

.5 



71=16 



(ßy+-]-i-m-K4J+"h''''^^^^- 



368. Convergence de la serie dn binome. — Si m est ägal ä ou 
ä un entier positif, on sait par Talgfebre que (1 + x)^ peut se dävelop- 
per en un polynöme ordonnä suivant les puissances de x. Laissons cc 
cas de cötö. Soit m un nombre positif non entier ou un nombre 
n^gatif. Considärons la särie illimitöe 

1 

ob les coefiicients sont formäs comme ceux du binöme 

p _ m (m — 1) ... (m — n + 1) 

aucun de ces coefficients ne sera nul. 
Le rayon de convergence de la s^rie est ^gal ä Tunitö, car on a 

Ce rapport a pour limite —x pour n infini, donc la sörie est absolu- 
ment convergente si | x | < 1 et eile diverge si | a: | > i (n^ 323). 

Si a;= 4- 1 ou — 1, la discussion est plus difficile. On voit de 
Suite que m + i doit etre positif pour que les termes döcroissent. 
C'est donc une premifere condition nöcessaire pour la convergence. 
Quand eile est remplie, les termes döcroissent constamment. Si :c = 1, 
Mn+i: Wn devient n^^gatif quand n surpasse m + 1, et les termes 
deviennent alternativement positifs et n^gatifs. Six = — 1, les 
termes finissent, au contraire, par devenir tous de raßme signe. 
Nous utiliserons celte remarque tout ä Theure. 

Pour rdsoudre la question de la convergence, il laut Studier la loi 
de d^croissance des coefficients quand m + 1 est positif. 

A cet eifet, observons que, d'apr^s la rfegle de THospital^les rapports 

m+i ^^ m + l 

n n 
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ont respeclivement pour limites, quand n tend vers l'infiDi, les deux 
quantitös : 

— 1 ^ et —1+ * 



m+i m+l 

dont la premi^re est < — 1 et la seconde > — i quand e est positif . 
Donc, quelque petit que soit le nombre positif e, on aura, ä partir 
d'une certaine valeur de n, 

ce qu'on peut terire 



i'^r'< \t.\< ("-^j 



Changeons n en n + i, n -^-i, ... n+p et multiplions tous les 
r^sultats. II vient 






Üonc, quelque petit que soit e, le produit (n + p)»»+He | c^+p | 
reste supörieur, quelque soit p, au nombre positif fixe n^+*+« | C« | , 
et le produit (n + p)^^*"*! Gn+p | införieur au nombre positif fixe 
i^mf i-£ I c^ I On peut donc trouver deux constantes positives A et B 
telles qu'on ait, quel que soit n, 

B 



Gn 



> 



Gn 



< 



^4+{m-6) 



Si m est n^gatif, m + ^ peut aussi Stre supposö n^gatif en prenant e 
assez petit ; la premi^re inögalitö montre que la sörie £ | Gn | a ses 
termes sup^rieurs ä ceux d'une sörie divergente (n<» 324) et oette 
sörie est divergente. 

Si m est positif, m — e peut etre supposö positif ägalement ; la 
seconde inögalit^ montre que la s^rie S | Gn | est convergente. De 
plus, dans ce cas, le produit nG» tend vers zöro, car sa valeur 
absolue ne surpasse pas la quanlitö B : n^-* qui tend vers zöro. 

Donc, si m est compris entre — 1 et 0, la sörie du binöme ne peut 
etre que semüconvergente quand |ar|=l. Sia: = — 1, ce n'est pas 
le cas, car, comme nous Tavons fait remarquer tout ä Theure, tous 
les termes deviennent finalement de mäme signe. Mais eile sera 
semi-convergente si x = 1, car les termes finissenl par devenir ä 
signes altern^s et de plus constamment et ind^flniment d^croissants 
(no 334). 
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En räsumö, nous avons obtenu pour la s^rie du binöme les rösul- 
tats suivants : 

A) La s^rie sera absolument convei^gente : l^ dans tous les cas, 
s\\ x\ < i ;^S\x= ± i, pourvu que m soit positif. 

BJ La sörie sera semi-convergente si j: = 1, m ötant compris entre 
et — 1. 

C) La särie sera divergente dans tous les autres cas. 

369. Sommation de la serie du binöme. — II est facile de trouver 
la somme de la s^rie du binöme dans tous les cas de convergence. 
Soit f (x) la somme des n premiers termes 

En observant que deux coefficients cons^cutifssatisfontälacondition 

nCn— (m — n + l)Cn-i = 0, 

on värifle de suite Tidentitö 

mf{x) — {\+x) r(x) = (m — n + 1) Cn-i x«-* = nCnX^-' . 

En vertu de celte identitö, on a 

f(x) ^ H + x)rix) — 7nf(x) ^ nCnX^-' 
(1 + x)^* ■ (1 + a;)"'+^ (1 + x)'^+* 

et, en intägrant de ä x (ce qui suppose a: > -- 1, si m > 0), 

On peut aussi äcrire, en changeant la variable d*intögration x en tx^ 

En remplagant f{x) par sa valeur, on tire des deux formules pröc^- 
dentes 

/ (1 + x)^' = 1 + CiX + C^^ +...+ Cn-i X*'-' + Rn 

( R„=nCn(l+xrJ^-^:p^pxr. 

ou bicn 

(6) R"=«CnXn(l+X)".£^|^, 

On obtient des expressions simplifiees de Rn , en faisant sortir du 
signe j , au moyen du th^ori^me de la nioyenne, un des deux termes 
de la fraclion. La formule (6) donne ainsi (0 < 8 < 1) 

(7)' R„ = CnX^ ,|\tfZi = ^Cn (^X)n-i izA±^. 
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Ces deux derni^res expressions montrent quo la sirie a pour somme 
{{ +x)^ dans tous ks cos de convergence. 

En effet, la premi^re montre que Rntend verszöro avec le premier 
lerme nögligö CnX^ pour loute valeur de x > — 1. La seconde qui 
subsiste ä la limite quand x tend vers — 1, montre que Rn teiid vers 
zöro avec nC« dans tous les cas de convergence oixx^ — 1, car m 
doit Stre positif pour que la sörie converge. 

360. Cas partiouliers da la fonnule du binome. — L Si Ton a 
a: =» — 1 et ?H > 0, Texpression (6) de Rn prend la forme 0. oo, ce qui 
permet de se d^barrasser du signe d'intögration. On fait tendre x vers 
— 1 et Ton applique la r^gle de FHospital ä Texpression mise sous la 
forme oo : oo. On trouve 

(8) R„ = „C„ lim •''°<^+fr;^"~^'^ = « Cn t^*^. 

IL Si m est compris entre et — 1 et x > — 1, la formule (6) con- 
duit ä une expression trfes simple du reste. Bn eflfet, m + 1 ötant nö- 
gatif, on augmente Tint^grale en y rerapla^ant ic par — 1 et sa valeur 
s*obtient alors iromädiatement en posant x = — \ dans röquation (4). 
II vient 



p V'-^ dt p r*»- 



0''^+* nCn 

Portant cette limite dans (6), on obtient la formule, utile surtout 
si X est nögatif , 

(9) Rn = 9 (— x)^ (1 + X)»^, (0 < e < 1). 

Cette formule suppose donc m nägatif et > — 1. 

361. Developpement de FAro unns. — Remplagant x par — X'*, 

faisanl m =- — 1 : 2 dans la formule du binome, et prenant la valeur 

(9) du reste, il vient 

1 n-i 9 a;*" 

et, en dösignant par kW le produil des entiers non supörieurs ä k et de 
möme paritö que * (n« 218), on a 

( 2t -1)!! 
' ^* ' (2fc)Tr- 

Intögrons T^quation (10) de ä j: ; il vient 
(11) arcsinx^x + XlCI 1:^+8 J^^^^^^. 
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ce qui montre que l'arc sinus est d^veloppable pour toutes valeurs 
de X entre — 1 et + 1 . Mais le developpement reste lögiüme ä ces 
limites, car, si x = 1, on a (n« 219) 

p x^Hx __ (2n — 1)!! tz ^ '^ 

iMV-x^ - (2n)!! 2"" ' ^'^ ' 2* 

et (m + i) = I elant posilif, celte quantltö tend vers avec C„ . 
On peut donc faire x = 1 et on trouve la sörie : 

2 ^ ik+\ 

362. Developpements en Beries des integrales elliptiques oompletes 

(n® 295). — Soit k^ une quantitö < 1; en remplacant x par Isincp 
dans la formule (10), il vient 

VT=¥sE'T = ^ + ^^ '•"* ^+ xl*' ''"' "P + - 

Cette särie converge uniformöment dans tout inlervalle en vertu 
du Iheorfeme du n^ 340, car eile converge si sin cp == 1, ce qui rend 

tous les lermes maximum. Inldgrons donc cetle sörie de ä ä» i' 
viendra 



t: 



^■"1 -f vt^Af,^ = [' + (i)"*'+(tl)'''-] 



Celle sörie converge trfes rapidement, si k est petit. 

D'autre part, en remplacant x par — t* sin* cp dans le developpement 
de Vi -ha;, on Irouve la serie, uniformöment convergente pour toute 
valeur de <p, 

Vi — k^ sin* o ■= i —^ k^ sin* cp — ^^ ** sin* cp — ^' ' t^sin^y— *-» 

et, en intdgrant de ä ^ : 2, 

i^iW-2L V2;^ V2.4; 3 U4.6J 5 J 

Si k est petit, cette formule se prete aussi au calcul. 

.^ 7 Fonctions entiöres ölömentaires. 
Exponentielles imaginaires. 

363. Definitions. Formules d'Enler. — Nous savons (n« 351 et 3SS) 
que, z etant rdel, on a 

(1) .^=1-,, cos.=s(-i)n^, ^^^'^^-')"^a+w: 

24 
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Ces säries convergent pour toutes les valeiirs reelles oii complexes 
de z, Ce Sont donc des fonctions entiferes (n^ 344). 11 est naturel de 
conserver, pour representer ces fonctions, Ics inemes symboles dans 
le cas oü la variable est complexe que dans celui oü la variable est 
reelle. Nous prendrons donc les öquations (1) comme definitions 
de e' , sin z et cos z pour toutes les valeurs reelles ou complexes de z, 

On vörifle immödiatement que Ton a 

(2) cos (— z) = cos z, sin (— z) = sin z. 
On constate ensuite directement que Ton a 

(3) e^^ = cosz + is\n Zf d'oü e-'^^= cos5 — « sin z. 
De lä les foimules fondamentales d^Euler 

i 



(4) cos z =ö)"(^*' + ^~^' y 

qui ramfenent les fonctions clrculaires a la fonction exponentielle. 



sui;5= j..[ e^^ — e-'^ 



364. Oeneralisation dis proprietes fonctionnelles de Texponentielle et 
des fonctions circulaires. — En dörivant les series (i)^ on obtient 
immediateraent 

(6) D. e^ -^ e' , D. cos 2 = — sin z-, D sin z = cos z. 

Ce sont les memes forraules que quand z est röel. 

Les rfegles de dörivatiön des fonctions composees subsistent sans 
difficultö quand les variables sont complexes, car la d^ftnition g^nö- 
rale de la derivee est la mßme que quand les variables sont reelles. 

RemplaC'Ons, dans la sörie e^ , z par la somme 5 + ^' de deux 
quanlitös complexes. On peut ordonner la sörie ainsi oblenue suivant 
les pulssances de z. En effet, quand on a remplacö toutes les puis- 
sances de {z + z') par leurs developpenients^ la sörie demeure 
absolument convergente. Elle converge efleclivement quand on 
remplace z' et z^ par leurs modules r et r', ce qui donne une sörie ä 
lermes positifs. Or, dans une s^rie absolument convergente, Tordre 
des termes est indiffiörent (n® 320). 

Le d^veloppement de e^^^' suivant les puissances de z est donnö 
par la forraule de Maclaurin. Comme toutes les ddrivdes sont ögales 
ä e^' pour ;s = 0, il vient 



(B) gM-.' =. e^^ (l +j + fj^ +...) = e^e 



Donc toutes les proprietes fonctionnelles de Texponentielle reelle 
s'etendent ä rexponenlielle imaginaire, car elles se deduisent de 
r^quation prec(5dentc avec la condition e^ = 1. 
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On pcut maintenant vörifier Texactitude des öquationsf 

(7; sin (z + %') = sin z cos z' + cos z sin z\ 

cos {z + 2') =^ cos z cos 2' — sin z sin z\ 

en remplaQant les sinus et cosinus par leurs expressions (4) et ed 
tenant compte de Täquation (6). 

Donctoutes les propriötes fonctionnelles des lignestrigonomötriques 
reelles s'^tendent aux lignes trigonomötriques imaginaires, car elles 
se döduisent des pröc^dentes en y joignant les öquations (4) et les 
conditions 

sinO-=0, cosO = l, sin^^i, coSä = 0. 

365. Decomposition desfonctions precedentes en lenrs parties reelles 
et imaginaires. — Soit z = x -h yi, x ei y ötant röels. II vient, par les 
äquations (5) et (2), 

(8) e' = ^'-y'.^ c^ e^' = ^'(cos j/ + i sin y). 

Cette formule montre que e* a pour module eP^ et pour argument y, 
Comme e^nc peut s'annuler x ^tant röel, e' ne peut s^annuler pour 
aucune valeur rielle ou complexe de z. 

L'^quation (8) montre que e^ est une fonction pModique de piriode 
2iri, c'est-ä-dire, que, si fc est entier, on a 

(9) ßi+2Atrt == ^z ^ 

Röciproquement, si Ton a 6*+* -= ^^ z sera un multiple de Sm. En 
effet, cette öquation donne 

e«(e* — 1) = 0, d'oii 6' = 1. e^(cosy 4-isintf) = 1, 

d'oü :c = et y = Stic. 
Les öquations (7) et (3) donnent maintenant 

sin [x + yi) = sin x cos yi + cos x sin yi 

= sm X ^ h » cos a; ä ' 

cos [x -+- yi) = cos x cos yi — sin x sin yi 

= cosa; ^ t sin X ^ 

Les modules du sinus et du cosinus se d^duisent de lä. On a 

I %\VlH I == { ö ) öm*x + f ä ) cos*a: 



= (^—2 j +sm% 



— S78 — 



I cos's I = 1 5 1 cos^'x +( ^ j sin* x 






'(■ 



2 y + cos'x. 

Ges formules montrent quc le sinus et le casinus ne peuvent s*an- 
nuler que si y = 0. Donc toutes Ics racines de ces fonctions sont 
reelles et, par consequent, elles sont connues. 

366. Fonetions hyperboliques. — On appelle sinus et cosinus hyper- 
boliques les deux fonctions 

(10) Sh;s = — -. — = ^ » (An =- cos zt ^ ^ 

Ces fonctions ont pour d^riveos 

D. Shz =. Chz D. Cli2 = Sh5. 

Elles satisfont ä toute une serie de formules analoguos ä Celles de la 
trigonomätrie ordinaire. La trigonometrie hyperbolique n'cst pas dis- 
tincte de la trigonometrie ordinaire. A toute formule de celle-ci cor- 
respond une formule de la premi^re, qui s'obtient cn rendant les 
variables purement imaginaires. En vertu des formules (10), le principe 
de transformation est celui-ci : 

Toute formule de la trigonomärie du cetrle en donne u*>e de la fri- 
gonomärie hyperbolique en y remplacant cos z par Chz et sin z par 
iSha. 

Bien entendu, cette rfegle ne s'applique qu'aux fonctions ralionnelles 
en sin x et cos.i-. Ainsi, on lire des formules (7) 

Sh(2 + 2')=-Sh3Clu' + Ch:5Slu.', Gh(;5 + 2) = Ch3Ch:5' + Sli;5SI)5', 

et la relation sin*x -f cos^x = \ donne . 

Les fonctions etudiees dans les num^ros precödents sont les plus 
simples des fonctions d'une variable complexe. La tli^orie generale 
de ces fonctions sera expos^e dans le second volume. 
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